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Izvleček 
Magistrsko delo obravnava armiranobetonske lupinaste konstrukcije. Začne se s povzetkom 
razvoja teh neobičajnih in spektakularnih konstrukcij. Nadaljuje se z diskusijo o pogostih 
geometrijskih oblikah, ki so se in se še uporabljajo pri načrtovanju armiranobetonskih lupin: 
nekatere oblike so relativno enostavno matematično opisljive, druge so eksperimentalno 
dobljene, tretje pa je mogoče opisati le računalniško z numerično geometrijo ploskev. 
Opisani so bistveni fenomeni obnašanja armiranobetonskih lupin, ki so: membransko in 
upogibno stanje, neraztezne deformacije, občutljivost na uklon (preskok sistema, bifurkacijski 
uklon) ter občutljivost na nepopolnosti. V grobem so opisani numerični postopki, ki bi se 
uporabili pri analizi obnašanja armiranobetonskih lupin.  Na koncu naloge je prikazan primer 
analize in dimenzioniranja armiranobetonske lupinaste konstrukcije v obliki hiperboličnega 
paraboloida pretežne debeline 11 cm. Lupina je bila analizirana na obtežbo snega in vetra; 
pri določitvi vplivov so bili upoštevani Evrokodi in rezultati numerične dinamike tekočin. 
Narejene so bile linearna in geometrijsko nelinearna statična analiza ter linearna uklonska 
analiza. Ocenjen je bil realni kritični uklonski faktor, ki znaša za projektno obtežbo 1,19, 
medtem ko je bil izračunani pripadajoči kritični linearni uklonski faktor mnogo višji, 8.1. Za 
lupino in temelje je bila določena potrebna armatura; na tej podlagi so bili izrisani še 
armaturni načrti za obravnavani armiranobetonski hiperbolični paraboloid sedlaste oblike.  
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Abstract 
The thesis deals with reinforced concrete shell structures. First, the historical development of 
those extraordinary and spectacular structures is shortly presented. Geometrical shapes, that 
have been used when designing reinforced shells are discussed next: some of the shapes 
can be relatively easily mathematically described, some have been obtained experimentally, 
and others can be only given by using computational surface geometry. Main phenomena 
that define behavior of reinforced concrete shells are described: membrane and bending 
states, unextensible deformations, buckling (snap through, bifurcation buckling) and 
imprefection sensitivity. Numerical procedures that should be used when analyzing and 
designing of reinforced shell structures are roughly presented. Finally, a reinforced concrete 
shell shape of hyperbolic paraboloid is analysed and designed. Snow and wind loads on the 
shell are defined by using Eurocodes and results of computational fluid dynamics analysis. 
The linear and geometrically nonlinear static and linear buckling analyses were performed. 
The real critical buckling factor has been estimated; it is 1,19 for the design load, while the 
computed corresponding critical linear buckling factor was much higher, 8.1. The necessary 
reinforcement was determined for the shell and for the foundation, which was the basis for 
the detailed reinforcement drawings.  
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KAZALO PRILOG 
PRILOGA A: OPAŽNI IN ARMATURNI NAČRTI 
 
Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.   1 
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
1 UVOD 
Prve ploskovne konstrukcije so se začele pojavljati, ko smo ljudje iskali zatočišča pred 
vremenskimi vplivi, pa naj je to zaščita pred soncem, vetrom, mrazom, snegom, dežjem. 
Glede na razpoložljive materiale in potrebe so se te konstrukcije med seboj razlikovale. V 
skrajno hladnih pogojih, kot je Arktika, so se razvili igluji. V ostalih predelih pa so večinoma 
prevladovale razne oblike šotorov. Princip prenašanja obtežbe teh dveh tipov konstrukcij se 
razlikuje v tem, da šotori, razen ogrodja, nosijo obremenitve izključno v nategu, iglu pa v 
idealnih pogojih izključno v tlaku. Pri šotorih uporabljeni material (platna, živalske kože, ...) 
nima upogibne togosti, ali pa je ta zanemarljiva. Taka konstrukcija se oblikuje tako, da se v 
njej razvijejo le natezne napetosti in je zato lahko izredno tanka. V igluju se, nasprotno, 
pojavijo tlačne sile in nekaj upogibnih obremenitev, kar zahteva debelejše konstrukcije. 
Debelina konstrukcije v primeru iglujev veliko prispeva tudi k toplotni izolativnosti. 
 
Slika 1: Iglu: primer ploskovne konstrucije [1] 
Figure 1: Igloo: example of shell structure [1] 
Razvoj ploskovnih konstrukcij se je nadaljeval z gradnjo raznih monumentalnih in religioznih 
objektov, kjer so graditelji želeli oblikovati velike prostore brez notranjih ovir, kot so stebri. 
Tako so se razvile različne kupole in oboki.  
Prva znana kupola, ki jo poznamo, je Atrejeva zakladnica, ki je bila zgrajena okoli leta 1250 
pr.n.š. Atrejevi zakladnici pravimo tudi lažna kupola, saj obtežbe ne prenaša kot kupola, 
temveč deluje podobno kot lažni obok. Gradili so jo tako, da so položili prvo vrsto kamenja na 
tla, vsaka naslednja vrsta kamenja, pa je bila konzolno položena na predhodno vrsto z rahlim 
previsom proti središču zakladnice. Da se kamenje ne bi prevrnilo, je bila potrebna velika sila 
v zaledju, ki jo je prispevala zemljina, katero so sprotno nasuvali. V bistvu so graditelji 
Atrejeve zakladnice ustvarili umetni hrib, pod katerim se je nahajala zakladnica, ki je v resnici 
bila grobnica. Grobnica je visoka 13,2 m in ima razpon 14,5 m [2]. 
 
Slika 2: Atrejeva zakladnica [3] 
Figure 2: Treasury of Atreus [3] 
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K razvoju kupol in obokov so veliko prispevali Rimljani. Eden njihovih največjih dosežkov je 
prav gotovo Panteon, tempelj, prvotno posvečen vsem rimskim bogovom, ki ga je leta 124 
zgradil Hadrijan. Leta 608 ga je takratni papež Bonifacij IV razglasil za cerkev Svete Marije. 
Panteon ima kupolo, ki je sferične oblike, premera 43,3 m in ima na sredi odprtino 
imenovano okulus, premera 8,2 m, ki je edini vir svetlobe v stavbi [4]. Rimljani so za gradnjo 
kupole uporabili nearmiran beton. Debelina kupole na vrhu je 1,2 m. Težo kupole so 
zmanjšali s pravokotnimi vdolbinami. Najvišja točka v kupoli je 22 m visoko [5]. Panteon ima 
kupolo zasnovano tako, da je na območju največjih nateznih obročnih sil debelina kupole 
največja.  
 
Slika 3: Notranjost Panteona [6] 
Figure 3: Interior of Pantheon [6] 
Približno istočasno sta bili zgrajeni kupola Hagije Sofije v takratnem Bizancu, ki je bila 
zgrajena leta 537, in obok Taq i-Kisra, katerega gradnja se je začela okoli leta 540 v 
Partskem cesarstvu v mestu Ktezifon, danes blizu Bagdada [5]. Kupola Hagije Sofije se je 
porušila med potresom približno 20 let po končani gradnji. Druga kupola, ki so jo zgradili leta 
562 ima veliko manjši radij kot prva. Razpon kupole je 100 bizantskih čevljev, kar je približno 
32 m [5]. 
 
Slika 4: Notanjost Hagije Sofije v Istanbulu [7] 
Figure 4: Interior of Hagia Sophia in Istanbul [7] 
Tag i-Kisra je obok, ki zelo dobro posnema obliko verižnice. Verižnica je izraz za krivuljo, ki 
jo zavzame vrv brez upogibne togosti med dvema podporama zaradi lastne teže. Če tako 
obliko prezrcalimo preko horizontalne osi, dobimo obliko, kjer nastopajo samo tlačne 
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napetosti, če na tako konstrukcijo deluje samo lastna teža. Del tega oboka še danes stoji, kar 
gre pripisati ravno tej lastnosti oboka. 
 
Slika 5: Obok Taq i-Kisra [8] 
Figure 5: Vault of Taq i-Kisra [8] 
Sama kupola v Hagiji Sofiji ni presegla razpona Panteona, kot tudi ne obok Taq i-Kisra, 
vendar sta obe konstrukciji vpeljali novosti v graditeljstvo ploskovnih konstrukcij.  
Prva kupola, ki je presegla razpon Panteona, je bila Brunelleschijeva kupola na katedrali 
Santa Maria del Fiore v Firencah, ki jo je Brunelleschi zgradil leta 1436. Kupola ima razpon 
43 m [9]. Brunellesci je za gradnjo kupole uporabil dvojno lupino, s čimer je zmanjšal težo 
kupole, ki ima osem kotno obliko. Na vsakem vogalu je vgradil glavno rebro, v polju, med 
glavnimi rebri, pa je vgradil dve manjši rebri. Za gradnjo kupole ni uporabil nikakršne 
začasne konstrukcije. 
 
Slika 6: Kupola katedrale Santa Maria del Fiore [10] 
Figure 6: The dome of Santa Maria del Fiore [10] 
Veliko različnih kupol in obokov je bilo zgrajenih v obdobju od antične Grčije do 
Brunelleschijeve kupole in tudi kasneje. Vse te ploskovne konstrukcije so bile zgrajene na 
podlagi izkušenj iz preteklosti, t.j. empiričnega znanja. Šele z razvojem prvih znanstvenih 
teorij o gradbenih konstrukcijah, so se le te lahko vnaprej preračunale. S pojavom novega 
gradbenega materiala, armiranega betona in znanstvenega načrtovanja konstrukcij so se 
razvile prve, zares tanke lupine, ki so doživele svoj vzpon do 70. let 20. stoletja, nato pa je 
gradnja armiranobetonskih lupin zamrla.  
Cilj magistrskega dela je zgodovinski pregled armiranobetonskih lupinastih konstrukcij ter 
pregled nekaterih postopkov za njihovo analizo in dimenzioniranje.  
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2 KRATKA ZGODOVINA GRADNJE ARMIRANOBETONSKIH LUPIN 
Prve osnovne enačbe lupin je razvil Love leta 1888. Love je svojo teorijo osnoval na 
Kirchoffovi teoriji plošč in njegove enačbe v bistvu predstavljajo posplošitev na lupine. Leta 
1912 je Reissner ugotovil, da lahko membransko obnašanje in upogibno obnašanje 
obravnavamo ločeno in jih po principu superpozicije združimo [11]. Opremljeni z analitičnimi 
izrazi za preproste geometrijske oblike, so inženirji na začetku 20. stoletja začeli graditi tanke 
armiranobetonske lupinaste konstrukcije.  
Zgodovinski razvoj lupinastih konstrukcij lahko razdelimo v tri obdobja: obdobje pionirstva 
pred drugo svetovno vojno in med njo, zlato dobo gradnje lupin in njen zaton po drugi 
svetovni vojni do konca 70. let 20. stoletja, ter moderno obdobje ponovnega odkritja lupin, ki 
traja še danes. 
2.1 Obdobje pred 2. svetovno vojno in med njo (1923 – 1945) 
Zeiss Jena planetarij je bila prva tanka lupina iz armiranega betona, zgrajen leta 1923. 
Zgradila sta jo Franz Dischinger (1887-1953) in Ulrich Finsterwalder (1897-1988). Kupola 
ima razpon 25 m in debelino lupine 60 mm, visoka je 12,5 m [11]. Razmerje debeline proti 
radiju lupine je manjše kot pri jajčni lupini. Dischinger in Finsterwalder sta uporabila trikotno 
mrežo jeklenih palic, s katero sta sestavila ogrodje sferične kupole, na katero sta brizgala 
beton z metodo torketiranja. Kupola je podprta s kontinuirnim nateznim obročem, ki 
prevzema natezne obremenitve.  
   
Slika 7: Zeiss planetarij, med gradnjo (levo) [12] in danes (desno) [13] 
Figure 7: Zeiss planetarium, under construction (left) [12] and as it is today (right) [13] 
Planetarij je še vedno v uporabi. Ko je bil zgrajen, je veljal za velik dosežek in je prinesel 
podjetju Dyckerhoff & Widmann AG naročila za nadaljnje projekte, med drugim projekt 
pokrite tržnice v Leipzigu.  
Kupola tržnice ima razpon 74 m in debelino 90 mm [11]. Ojačana je z osmimi ločnimi rebri. 
Pri kupoli je bil uporabljen Zeiss-Dywidag patentiran sistem, ki je opaž in kasneje armatura v 
betonu. Jeklena mreža iz trikotnikov je položena v dveh plasteh. Na sredini kupole je 
odprtina, pokrita s steklom, da lahko svetloba vstopa v prostor in razsvetljuje tržnico. Kupola 
je podprta s kontinuirno natezno vezjo, ki jo podpira vrsta stebrov in lokov. 
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Slika 8: Tržnica v Leipzigu, notranjost (levo) [14] in zunaj (desno) [15] 
Figure 8: Market at Leipzig, interior (left) [14] and exterior (right) [15] 
V Španiji je prvo armiranobetonsko lupino zgradil Eduardo Torroja (1899-1961) in sicer 
tržnico v Algecirasu leta 1933. Za razliko od tržnice v Leipzigu, je Torroja problem nateznih 
sil rešil z uporabo polkrožnih obokov, ki se spojijo s sferično kupolo in dajejo kupoli potrebno 
togost ter obremenitve preusmerijo v podporne stebre. Armatura v kupoli je položena v smeri 
trajektorij glavnih napetosti. Debelina kupole znaša 90 mm in se postopno povečuje na 460 
mm v območju podpor [4]. Radij ukrivljenosti lupine je 44 m. Premer tlorisa, ki ga streha 
pokriva, je 47,5 m [18]. 
 
Slika 9: Zunanjost tržnice v Algeciras [16] 
Figure 9: Exterior of market at Algeciras [16] 
Leta 1935 je Torroja zgradil nadstrešek nad tribunami na hipodromu Zarzuela v Madridu. 
Nadstrešek je sestavljen iz vrste hiperboličnih konzol, dolgih 12,8 m. Nad podporo ima lupina 
radij 2,7 m in na prostem robu 6,7 m. Debelina nadstreška na robu znaša le 50 mm, kar daje 
občutek lahkote in elegantnosti. Nadstrešek se preko podpornih stebrov nadaljuje v zaledje, 
kjer je z nateznimi vezmi sidran v tla. Med drugo svetovno vojno je bil večkrat bombardiran, 
vendar je lupina ostala nepoškodovana. Konstrukcija je močno vplivala na gradnjo lahkih 
lupin po svetu [11]. 
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Slika 10: Nadstrešek, hipodrom Zarzuela [17] 
Figure 10: Canopy of Zarzuela hyppodrom [17] 
V istem letu je Torroja zgradil tudi streho za športno dvorano Fronton Recholeto v Madridu, 
namenjeno igranju pelote (igra z žogo, kjer se žogo meče ob steno). Streha je bila lupina, 
sestavljena iz dveh med seboj sekajočih se cilindrov, podprta samo na konceh z zidovi. 
Pokrivala je tlorisno površino dolgo 55 m in široko 32,5 m. Kjer sta se oba cilindra sekala, je 
bila lupina odebeljena na 300 mm, sicer je imela debelino 80 mm. Posebnost te lupine je 
bila, da je imela dve transparentni območji, sestavljeni iz betonskih nosilcev, ki so sestavljali 
paličje. Radija obeh cilindrov sta bila 6,4 m in 12,2 m [19]. Med špansko državljansko vojno 
je streho zadelo več bomb, nekatere so prebile lupino in jo tudi sicer poškodovale z 
eksplozijo. Med popravilom se je streha porušila. Kasneje je Torroja priznal, da bi lahko 
streha preživela napad, če bi bila lupina ojačana z rebri, ne da bi bil pri tem okrnjen videz 
[18]. 
 
Slika 11: Streha nad dvorano Fronton Recholetos [20] 
Figure 11: Roof over Fronton Recholetos [20] 
V Italiji je h gradnji lupin največ prispeval Pier Luigi Nervi (1891-1979), inženir, ki je na prvo 
mesto postavil estetiko. Diplomiral je na univerzi v Bolonji leta 1913. Leta 1932 je zgradil 
prvo lupino v Italiji, nadstrešek nad tribunami na stadionu Municipal v Firencah. Nadstrešek 
je konzolen in ga sestavlja lupinasta streha z enojno ukrivljenostjo in rebra, ki se razširijo v 
stebre. Nadstrešek sega 12 m nad tribune, ojačitvena rebra pa so na razdalji 4,7 m [11]. 
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Slika 12: Nadstrešek na stadionu Muncipal v Firencah [22] 
Figure 12: Canopy over Muncipal stadium in Florence [22] 
Nadstrešek je bil Nervijeva odskočna deska v svet lupinastih konstrukcij, saj je takoj po 
končani gradnji dobil naročilo za gradnjo hangarja za Italijanske zračne sile v Orvitu, 
Orbatellu in del Lagu. Nervi se je naloge lotil in zgradil cilindrične lupinaste strehe, ojačane z 
rebri, ki so postala glavna značilnost njegovih lupin. Lupine hangarjev pokrivajo 40 m široko 
in 100 m dolgo tlorisno površino [11]. Za gradnjo hangarjev je uporabil lesen opaž, za 
katerega se je izkazalo, da je izredno drag. Kasneje je Nervi ta problem rešil z uporabo 
prefabriciranih betonskih elementov, ki jih je uporabil kot opaž na gradbišču in so bili hkrati 
del konstrukcije, svoj izum je imenoval Ferrocemento. Hangarji so bili porušeni med 2. 
svetovno vojno. 
 
Slika 13: Hangar v Orvitu [23] 
Figure 13: Hangar at Orvit [23] 
Po tem, ko se je uporaba armiranobetonskih lupinastih konstrukcij razmahnila po vsej Evropi, 
se je trend selil v Ameriko. Za gradnjo lupin v Ameriki je bil predvsem odgovoren Anton 
Tedesko (1903-1994). Tedesko se je rodil v Nemčiji in je bil po diplomi leta 1926 kot mlad 
inženir zaposlen v zgoraj omenjenem podjetju Dyckerhoff & Widmann AG, za katerega je 
leta 1934 zgradil armiranobetonsko sferično lupino za Hyden planetarij v New Yorku. 
Kasneje se je preselil v Ameriko, kjer je leta 1936 zgradil prvo večjo lupino v Ameriki, 
hokejsko areno Hershey v Pensilvaniji, ki jo je financiralo čokoladno podjetje Hershey. 
Lupina je ojačana z rebri. Razpon lupine je 70 m in dolžine 110 m. Višina lupine je 30 m [21]. 
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Slika 14: Notranjost Hershey arene [24] 
Figure 14: Interior of Hershey arena [24] 
Po letu 1940 se je gradnja lupinastih konstrukcij skoraj popolnoma ustavila zaradi 2. 
svetovne vojne. Nemoteno se je nadaljevala le v Ameriki, predvsem južni. V Braziliji je začel 
z armiranobetonskimi lupinami prodirati Oscar Niemeyer (1907-2012). Leta 1943 je zgradil 
cerkev Pampulha Sao Francisco de Assis v mestu Belo Horizonte. Cerkev je parabolična 
lupina z enojno ukrivljenostjo in je razburjala duhove v tistem času s svojo nenavadno obliko. 
 
Slika 15: Cerkev Sao Francisco de Assis [25] 
Figure 15: Sao Francisco de Assis church [25] 
2.2 Zlata doba armiranobetonskih lupin in njen zaton (1945-1970) 
Konec dobe pionirstva v gradnji armiranobetonskih lupin in začetek zlate dobe, ko je gradnja 
teh lupin doživela razmah, se ujema s koncem druge svetovne vojne. V tistem času je bil 
material drag v primerjavi z delovno silo, zato so bile armiranobetonske lupine primeren 
odraz teh razmer, saj se za lupine, kot ene najbolj optimiziranih konstrukcij, porabi relativno 
malo materiala v primerjavi z lastno težo.  
Že omenjeni Italijanski inženir Nervi je leta 1948 zgradil Agnelli razstavno dvorano v Torinu. 
Za lupino cilindrične oblike je uporabil lahko transparentno konstrukcijo iz reber, ki ima 
razpon 80 m in pokriva dvorano dolgo 100 m. Lupino je na konceh zaprl s polkrožno apsido s 
premerom 60 m [18]. 
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Slika 16: Agnelli razstavna dvorana v Torinu, apsida (levo) [26] in cilindrična lupina (desno) [27] 
Figure 16: Exhibition hall Agneli in Turin, apside (left) [26] and cylindrical shell (right) [27] 
Svojo največjo mojstrovino je Nervi zgradil v Rimu za poletne olimpijske igre leta 1960. 
Športna dvorana Palazzetto dello Sport (mala športna dvorana), je lupina, ojačana z rebri, ki 
tečejo v dveh smereh in se med seboj križajo. Rebra dajejo lupini atraktiven videz, vendar 
imajo pomembnejšo vlogo, preprečujejo namreč izbočitev [18]. 
  
Slika 17: Palazzeto dello Sport, zunanjost (levo) [28] in notranjost (desno) [29] 
Figure 17: Palazzeto dello Sport, exterior (left) [28] and interior (right) [29] 
Poleg Palazzetto dello Sport je zgradil tudi večjo športno dvorano imenovano Palazzo della 
Sport, ki ima podoben razpored reber, le da so med rebri odprtine, ki omogočajo, da je 
prostor osvetljen.  
Za gradnjo lupinastih konstrukcij v Mehiki gre največ zaslug pripisati španskemu inženirju 
Feliksu Candeli (1910-1997). Candela se je rodil v Madridu in je leta 1939, zaradi 
državljanske vojne, emigriral v Mehiko. V Mehiki je podrobno preučil lupino, ki jo je leta 1939 
v Zurichu zgradil Robert Maillard (1872-1940), imenovano cementna dvorana. Lupina je 
naredila močan vtis na Candelo in je bila razlog, da je začel graditi lupine tudi sam. Leta 
1949 je, za poskus, zgradil svojo prvo tanko lupino, obok v obliko verižnice. Za lupino ni 
uporabil armature. Namesto običajnih lesenih opažev, je Candela uporabil lesene loke, na 
katere je napel platno. Po nanosu betona se je platno povesilo in tako je lupina dobila 
posebno obliko, ki pa je učinkovala kot ojačitev lupini. Leta 1950 je Candela skupaj s 
prijateljem Fernandom Fernandezom ustanovil podjetje Cubiertas Ala S.A. V podjetju so 
gradili poskusne lupine, da so si nabirali izkušnje na področju gradnje lupin. Sprva je podjetje 
gradilo oboke cilindričnih, kanoidnih in verižničnih oblik [18]. 
Leta 1951 je Candela zgradil svoj prvi hiperbolični paraboloid, Laboratorij za merjenje 
kozmičnega žarčenja. Da bi žarčenje prehajalo skozi streho, streha laboratorija ni smela biti 
težja kot 40 kg/m3, kar pomeni 15 mm betona. Streha je sestavljena iz dveh vzporednih 
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hiperboličnih paraboloidov, ki slonita na treh skritih lokih. Ti loki prenašajo obtežbo iz lupine v 
podpore in preprečujejo izbočitev lupine. Ob konceh debelina lupine naraste na 50 mm. Na 
vsakem koncu laboratorija lupina sega 90 cm preko podpornega loka. Razdalja med 
podpornimi loki je 5 m, višina pa 31 cm. Lupina se dviga 5,5 m nad ploščo laboratorija. 
Razpon lupinaste strehe je dobrih 10 m. Armatura, vgrajena v lupino, so palice debeline 6 
mm na razdalji 10 cm. Armatura je vgrajena zaradi reologije betona in temperaturnih 
raztezkov. Zaradi izredne tankosti lupine je bil uporabljen agregat z največjim zrnom 6 mm 
[18]. 
  
Slika 18: Laboratorij kozmičnaga žarčenja med gradnjo (levo) [30] in danes (desno) [31] 
Figure 18: Cosmic ray laboratory under construction (left) [30] and as it is today (right) [31] 
Kmalu za laboratorijem, leta 1952, je Candela zgradil prvih nekaj poskusnih betonskih 
dežnikov. Gre za 4 združene hiperbolične paraboloide, ki so na sredini podprti s stebrom. 
Oblika spominja na obrnjene dežnike. Ko take dežnike postavimo skupaj, lahko dobimo 
velike prostore, ki so primerni za industrijske dejavnosti. Tipična dimenzija dežnikov je 10 m 
širine in 10 m dolžine, dvig znaša 1 m, debelina lupine je 40 mm. Armaturne palice so 
položene v smereh trajektorij normalnih napetosti, pod kotom 45° glede na pravokoten tloris 
dežnika. Candela je s takimi dežniki zgradil veliko industrijskih objektov, skladišč in tržnic. 
Razlog za široko uporabo teh dežnikov je bila cena, saj je bila gradnja z dežniki za polovico 
cenejša kot tipična gradnja industrijskih objektov. Leta 1957 je Candela z dežniki pokril 2300 
m2 na teden v Mexicu. Ponekod so v lupino vgradili prosojne zidake [18]. 
  
Slika 19: Candelini dežniki, v High life tekstilni tovarni (levo) [32] in med preizkusom (desno) [33] 
Figure 19: Candelas umbrellas, in High life textile factory (left) [32] and during a test (right) [33] 
V nasprotju z dežniki, ki so jih gradili kot po tekočem traku, je cerkev Naše gospe čudežne v 
Nervarte v Mexicu unikatna. Candela jo je zgradil leta 1955. Oblika konstrukcije pa je 
vendarle tesno povezana z dežniki, saj izhaja iz iste oblike. Gre za dežnike pod naklonom in 
s spremenjeno geometrijo. Debelina lupine je 40 mm po večini površine. Cerkev je temeljena 
na Candelinem principu temeljenja na slabih mehiških tleh, obrnjenih dežnikih. Betonska 
mešanica je vsebovala najdebelejše zrno 2,54 cm. Kljub velikim naklonom, Candela ni 
uporabljal dvojnega opaža, temveč zelo gost beton, ki je bil ročno nanesen na opaž. 
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Slika 20: Cerkev Naše gospe Čudežne, pogled iz zraka (levo) [34] in notranjost (desno) [35] 
Figure 20: Church of our lady of the Miracolous Medal, aerial view (left) [34] and interior virew 
(right) [35] 
Med cerkve, ki jih je zgradil Candela, spada tudi kapela Lomas de Cuernavaca. Zgrajena je 
bila leta 1958 in je za razliko od Naše gospe čudežne en sam hiperboloid, ki je s sprednje 
strani odrezan s poševno ravnino. Sprednji konec, ki je v najvišji točki visok 21,9 m, ima 
debelino lupine zgolj 40 mm, zadnji, nižji konec pa je ojačan z ločnim nosilcem. Lupina je 
podprta na obeh straneh kontinuirno in je ob vpetju najdebelejša. Največji razpon 
konstrukcije je 31 m. Prva lupina se je porušila med razopaževanjem, zato so morali zgraditi 
drugo. 
 
Slika 21: Kapela Lomas de Cuernavaca [36] 
Figure 21: Chappell lomas de Cuernavaca [36] 
Istega leta 1958 je Candela zgradil njegovo najbolj razpoznavno konstrukcijo, restavracijo 
Los Manantiales v Xochimilcu. Lupina ima proste robove in je sestavljena iz štirih med seboj 
sekajočih se hiperboloidov, ki so med seboj zasukani okoli središčne osi, tako da tvorijo 
osemkotni tloris. Razpon lupine med podporami znaša 32,4 m in ima debelino 40 mm. Na 
sredini ima lupina višino 5,8 m, prosti robovi pa se dvigajo 9,9 m visoko. Kjer se hiperboloidi 
sekajo, tvorijo ojačitvena rebra oblike V. Lupina je podprta točkovno na obrnjenih dežnikih, ti 
so med seboj povezani z vezmi pod tlemi [18]. 
 12   Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.  
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
 
  
Slika 22: Restavracija Los Manantiales v Xochomilcu, notranjost (levo) [37] in zunanjost (desno) 
[38] 
Figure 22: Los Manantiales restaurant in Xochomilco, interior (left) [37] and exterior (right) [38] 
 
Slika 23: Restavracija Los Manantiales v Xochomilcu med gradnjo [39] 
Figure 23: Los Manantiales restaurant under construction [39] 
Med dosežke Candele lahko štejemo tudi lupino v tovarni ruma Bacardi. Zgrajena je bila leta 
1960 in gre v osnovi za podoben sistem, kot pri restavraciji Los Manantiales v Xochomilcu, le 
da se tukaj sekata dva hiperboloida. Lupina je dolga in široka 26 m in visoka 8,5 m na 
sredini. Ojačana je z ojačitvenimi rebri, ki so 20 cm široki in 25 cm visoki. Candela je zgradil 
2,5 m previsa lupine preko reber, da je poudaril tankost lupine. Temelji so pod tlemi povezani 
med seboj z nateznimi vezmi. Armaturne palice, uporabljene v lupini, imajo premer 10 mm in 
so položene na razdalji 20 cm. Prvotno so zgradili tri take lupine in postavljene skupaj so 
tvorile velik prostor namenjen proizvodnji ruma [18]. 
  
Slika 24: Tovarna ruma Bacardi, notranjost (levo) [40] in pogled iz zraka (desno) [41] 
Figure 24: Bacardi rum factory, interior view (left) and aerial view (right) [41] 
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Po 2. svetovni vojni je svoje delo nadaljeval tudi Oscar Niemeyer. Aktivno je sodeloval pri 
izgradnji novonastalega mesta Brasilia, ki ga je leta 1960 dal zgraditi takratni predsednik 
Juscelino Kubitschek. Brasilia naj bi predstavljala simbol nove dobe, dobe blaginje, miru in 
razvoja, zato je mesto potrebovalo moderno arhitekturo, med katero so se uvrščale tudi 
lupinaste konstrukcije. Med lupine, ki jih je Niemeyer zgradil v Brasiliji, spadata tudi narodni 
kongres in narodni muzej [42]. 
  
Slika 25: Brasilija, narodni kongres (levo) [43] in narodni muzej (desno) [44] 
Figure 25: Brasilia, national congress (left) [43] and national museum (right) [44] 
V severni Ameriki je Anton Tedesko, leta 1949, zgradil hangar za Ameriške zračne sile v 
Južni Dakoti. Razpon lupine je 103 m, ki ga je Tedesko dosegel z debelino lupine 130 mm. 
Lupina je ojačana z rebri, ki so postavljena na zunanji strani lupine. Debelina lupine ob 
podporah naraste na 180 mm [11]. 
 
Slika 26: Hangar v Južni Dakoti [45] 
Figure 26: Hangar in South Dakota [45] 
Tedesko je zgradil veliko podobnih hangarjev po vsej Ameriki. Leta 1956 pa je bil njegov 
prispevek k letalstvu nekoliko drugačen, saj je skupaj z arhitektom Minorom Yamasakijem 
(1912-1986) zgradil terminal na letališču Lambert, v St. Luisu. Konstrukcija terminala je 
lupina debela 110 mm, sistem je polkrožni križni obok, ki je ojačan z rebri. Tlorisna površina 
je dolga in široka 36,6 m. Lupina je na sredini razpona visoka 9,8 m. Tedesko je za analizo 
lupine predpostavil model vzporednih lokov, ki stojijo na rebrih. Da bi se konstrukcija tudi 
tako obnašala, je bilo treba zgraditi zelo toga rebra, zato so ta vidna na obeh straneh 
konstrukcije. Lupina se na vrhu konča s konico, ki sega 4 m preko steklene fasade. Terminal 
tvorijo štiri take lupine, postavljene v vrsto [18].  
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Slika 27: Terminal na letališču Lambert, v St. Luisu [46] 
Figure 27: Lambert airport terminal in St. Louis [46] 
Tedesko je leta 1958 sodeloval pri izgradnji vhoda v veleblagovnico May-Daniels & Fisher z 
arhitektom I. M. Pei (1917- ). Lupina je bila sestavljena iz štirih hiperboličnih paraboloidov, ki 
so pokrivali površino širine 34 m in dolžine 40 m. Lupina je imela debelino 76 mm, ki se je na 
robovih povečala na 150 mm. Tedesko je menil, da bi se lupina lahko uklonila, v kolikor ne bi 
bila na prostih robovih ojačana z rebri [47]. Pri večini Tedeskovih lupin so ojačitvena rebra 
igrala pomembno vlogo. 
 
Slika 28: Vhod v veleblagovnico May-Daniels & Fisher [9] 
Figure 28: Entrance canopy for May D & Fisher store [9] 
Medtem ko je večina arhitektov in inženirjev gradila lupine v oblikah, ki se jih je dalo opisati s 
preprostimi matematičnimi modeli, se je Eero Saarinen (1919-1961) ukvarjal tudi s tako 
imenovano prosto obliko »freeform«. Eero Saarinen je bil arhitekt finskega porekla. Njegov 
oče je bil Eliela Saarinena (1873-1950), arhitekt in oblikovalec. 
Eero Saarinen je leta 1955 zgradil Kresge avditorij na inštitutu MIT v Bostonu, ki ima 
armiranobetonsko lupinasto streho sferične oblike. Lupina naj bi prvotno bila podprta samo v 
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treh točkah, vendar se je med gradnjo pokazalo, da tri podpore ne bi zadostovale, zato so 
stebre, na katere so obesili stekleno fasado, modificirali tako, da so podpirali lupino na robu. 
Po robovih je lupina podprta z ojačitvenimi rebri [48]. Lupina ima razpon 49 m na vsakem 
robu in je v najvišji točki visoka 15 m. Debelina lupine je 640 mm, radij pa 34 m [11]. 
 
Slika 29: Kresge avditorij [49] 
Figure 29: Kresge auditorium [49] 
Verjetno najbolj razpoznavno delo Saarinena je TWA terminal na letališču v New Yorku. 
Terminal je bil zgrajen leta 1962, leto po smrti Saarinena. Oblika terminala naj bi uprizarjala 
letalo in je tipičen predstavnik BULB arhitekture in tako imenovane proste oblike ali 
»freeform« konstrukcije. Taka konstrukcija, za razliko od ostalih tankih lupin, nosi velik del 
obremenitev z upogibom, kar pa je najbolj neugoden način prenašanja obremenitve. Zato je 
potrebna kompenzacija v debelini sicer zelo atraktivne konstrukcije [50]. 
 
Slika 30: Notranjost TWA terminala v New Yorku [51] 
Figure 30: Interior of TWA terminal in New York [51] 
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Slika 31: Zunanjost TWA terminala v New Yorku [52] 
Figure 31: Exterior of TWA terminal in New York [52] 
V tem obdobju razcveta armiranobetonskih lupinastih konstrukcij so številne lupine gradili 
tudi drugi inženirji, vendar ne moremo opisati vseh lupin, ki so bile takrat zgrajene. Med 
pomembnimi imeni, ki se pojavijo, ko gledamo na razvoj armiranobetonskih konstrukcij, je 
tudi Ove Arup (1895-1988), ki gradil tanke lupine v Združenem kraljestvu. Nicolas Esquillan 
(1902-1989) pa je leta 1958 zgradil armiranobetonsko lupino z največjim razponom doslej, 
Center za nove industrije in tehnologije ali CNIT v Parizu. Lupina pokriva trikotno tlorisno 
površino, z dolžino stranice 218 m. Sestavljajo jo trije ločni segmenti in je podprta na treh 
točkah. Konstrukcija se na najvišjem delu dviga 50 m visoko. Esquillan je zaradi večje togosti 
uporabil votlo lupino ali sistem dveh plasti tankih lupin, ki strižne obremenitve nosi z 
betonsko stojino debelo 60 mm. Pasnice lupine so debele 65 mm. Debelina celotnega 
sistema se spreminja iz 1,9 m na vrhu na 2,75 m ob podporah [53]. 
 
Slika 32: Streha nad CNIT v Parizu [54] 
Figure 32: Roof over CNIT in Paris [54] 
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Gradnja armiranobetonskih lupin je uspevala tudi v Aziji. Na Japonskem so bile ekonomske 
razmere po drugi svetovni vojni katastrofalne, vendar so v 50. letih 20. stoletja beležili visoko 
gospodarsko rast. Potrebe po objektih so bile velike, gradbenega materiala je bilo malo in 
armiranobetonske lupine so ponujale majhno porabo materiala za velike razpone. Yoshikatsu 
Tsuboi (1907-1990) je leta 1953 skupaj z arhitektom Kenzom Tangejem (1913-2005) zgradil 
mestno hišo v Matsuyami, ki je imela lupinasto streho. Lupina je bila plitka sferična kupola, ki 
je pokrivala krožno površino premera 50 m in je bila svoj čas največja armiranobetonska 
kupola na svetu. Lupina je imela debelino 120 mm, ki se je na robu povečala [55]. Odebelitev 
na robu je bila potrebna, da bi lahko prevzemala velike natezne obremenitve, ki se pojavijo 
ob podprtju plitkih kupol. 
Leta 1957 sta Tsuboi in Tanga zgradila Sunopu avditorij v Shizouki. Lupina, hiperbolični 
paraboloid sedlaste oblike, je pokrivala površino dolžine in širine 54 m [55]. Sedem let 
kasneje, leta 1964, sta zgradila katedralo svete Marije v Tokiu. Katedrala je 40 m visok 
hiperbolični paraboloid. Debelina paraboloida se spreminja med 120 mm in 300 mm [4]. 
 
 
Slika 33: Katedrala svete Marije v Tokyu [56] 
Figure 33: St. Mary's cathedral in Tokyo [56] 
Na Kitajskem so bile v zgodnjih 50. letih 20. stoletja popularne dvojno ukrivljene plitke lupine, 
v obliki eliptičnih paraboloidov. Primer takih lupin je vhod na železniško postajo v Pekingu, ki 
pokriva površino dolgo in široko 35 m [57]. 
Nekaj lupin je bilo zgrajenih v Afriki. Eduardo Torroja je leta 1957 v Mohamediji, v Maroku 
zgradil vodni rezervoar Fedala in Oscar Niemeyer leta 1968 univerzo Constantine v Alžiriji 
[11]. 
V Sloveniji, v takratni Jugoslaviji, je leta 1958 Danijel Smrekar zgradil lupinasto konstrukcijo, 
streho na hali A, na Gospodarskem razstavišču v Ljubljani. Lupina pokriva dvorano 
kvadratnega tlorisa s stranico 42 m. Kupolasta lupina je podprta točkovno na štirih mestih, s 
stebri visokimi 8 m [58]. 
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Slika 34: Streha nad halo A, Gospodarsko razstavišče v Ljubljani [58] 
Figure 34: Roof over exhibition hall A, Gospodarsko razstavišče in Ljubljana [58] 
V Švici je lupine začel graditi Heinz Isler (1926-2009), katerega vodila so bila: učinkovitost, 
ekonomičnost in eleganca. Značilnost njegovih lupin je, da so oblike dobljene izključno 
eksperimentalno. Leta 1954 je Isler odkril pnevmatski model: membrano je pritrdil na okvir in 
jo napolnil z zrakom. Pritisk zraka je deloval skoraj navpično navzgor po celi površini, 
membrana pa je bila v nategu. Podoben učinek bi lahko dosegel z armiranim betonom enake 
oblike kot membrana, kjer bi lastna teža lupine, ki deluje navpično navzdol, povzročila skoraj 
izključno tlačne napetosti. Leta 1955 je Isler prišel do svojega drugega odkritja: opazil je 
mokro platno, položeno na mrežo. Skozi odprtine v mreži je platno viselo v obliki kupole, kar 
je Islerja pripeljalo do ugotovitve, da je platno v čistem nategu. Če bi tako obliko lahko 
ohranili in jo obrnili, bi dobili obliko, kjer bi se pod vplivom lastne teže pojavili zgolj tlaki [18]. 
Te ugotovitve so pripeljale Islerja do tega, da je leta 1959 Mednarodnem združenju za 
lupinaste konstrukcije ali IASS (International association for shell and spatial structures) 
predstavil članek z naslovom Nove oblike lupinastih konstrukcij, ki je vseboval zgolj eno stran 
besedila in devet skic. Opisoval je tri načine oblikovanja armiranobetonskih lupinastih 
konstrukcij: prosto oblikovanje s kupom zemljine, oblikovanje z napihljivo membrano in z 
visečim platnom [60]. To je bil začetek novega razvoja lupinastih konstrukcij, tako 
imenovanega iskanja oblike ali »formfinding«. 
Prve Islerjeve lupine so izhajale iz oblike napihnjenih membran (»mehurčkaste« lupine). 
Podobno kot dežniki pri Candeli, so »mehurčkaste« lupine pri Islerju igrale pomembno vlogo, 
saj jih je standardiziral in s tem zmanjšal stroške izdelave. Z opazovanjem je Isler ugotovil, 
da 90 % celotne obremenitve prenašajo vogali, zato so te lupine podprte v vogalih s štirimi 
stebri, po robovih pa z robnimi nosilci. Debelina teh lupin se spreminja od 80 mm do 100 
mm. V 1950. letih so takih lupin zgradili več sto, manjše imajo dimenzije kvadratne površine 
15x15 m, večje tudi do 55 m širine in 59 m dolžine. Gradili so jih predvsem za bencinske 
črpalke in industrijske objekte. Največja taka lupina je bila zgrajena leta 1960, COOP 
distribucijski center v Wagnenu v Švici. Lupina pokriva površino 3200 m2 in ima v najvišji 
točki višino 15 m. Islerja je skrbel uklon lupine, zato je na kritičnih mestih povečal debelino 
lupine na 150 mm [60]. 
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Slika 35: COOP distribucijski center v Wagnenu [9] 
Figure 35: COOP distribution centre in Wagnen [9] 
Izredno zanimiva Islerjeva lupina, vrtni center Wyss zgrajena leta 1962 v Solothurnu, je bila 
prva lupina proste oblike, ki jo je oblikoval z uporabo krogov in z njo pokril površino 650 m2. 
Barva varuje armaturo pred korozijo na mestu razpok. Do razpok pride zaradi oblike lupine, 
saj za razliko od večine Islerjevih lupin ne razvije zgolj tlačnih napetosti. Opaž za konstrukcijo 
so sestavljali ukrivljeni leseni palični nosilci, ki so sloneli na treh lesenih lepljenih lokih, ti pa 
so bili podprti z odrskimi stolpi. Da bi zagotovil togost na prostem robu sicer 70 mm debele 
lupine, je Isler uporabil konzolni previs debeline 60 mm, ki deluje kot robni nosilec, podobno 
kot je to pri Torrojevi tržnici v Algecirasu. Največja dolžina konzolnega previsa je 3,5 m na 
sredini 24 m razpona. Na mestu, kjer se stikata previs in lupina, se debelina betona poveča 
na 120 mm. Previs je rahlo nagnjen navzgor. Na robu doseže konstrukcija višino 5 m [61]. 
 
Slika 36: Vrtni center Wyss v Solothurnu [62] 
Figure 36: Wyss garden centre in Solothurn [62] 
Isler je zgradil tudi nekaj matematično opisljivih lupin. Leta 1967 je zgradil streho na cerkvi 
Svetega Duha, pri Lommiswilu v Švici. Za streho je uporabil hiperbolični paraboloid. 
Značilnost Islejevih lupin je, da so v vseh obtežnih pogojih v tlačnem napetostnem stanju. Pri 
paraboloidu pride na določenih mestih do nateznih napetosti, zato je lupino prednapel z 
osmimi naknadno napetimi kabli. Lupina je na prostem robu debela 110 mm. Kjer se lupina 
loči od spiralne stene, se debelina poveča in tako preprečuje uklon lupine. Lupina sloni na 
delno prefabricirani steni. Da bi lahko predvidel obnašanje lupine, je Isler sestavil zelo 
podroben fizični model cerkve, modeliral je celo prednapete kable [63]. 
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Slika 37: Cerkev Svetega duha v Lummiswilu [64] 
Figure 37: Church of the Holy Spirit in Lummiswil [64] 
Kasneje je Isler gradil lupine, katerih obliko je dobil po principu viseče membrane, ki je 
podoben principu viseče verige. Princip viseče verige ni bil nov, saj so ga graditelji uporabljali 
pri iskanju idealne oblike nekaterih kupol, obokov in lokov, vendar je Isler temu dodal drugo 
dimenzijo, z uporabo viseče tkanine. Tak primer lupin je bencinska črpalka v Deitingenu, ki je 
bila zgrajena leta 1968. Gre za dve simetrični lupini postavljeni ena ob drugi. Lupina, ki 
pokriva 31,5 m dolgo in 26 m široko površino, doseže višino 11,5 m nad tlemi. Debelina 
lupine je 90 mm. Temelji skrajnih zunanjih podpor so povezani z osrednjo stavbo s 
prednapeto vezjo, ostale podpore pa so med seboj povezane s ploščo, ki tvori streho 
osrednje stavbe. Lupini sta izvedeni brez robnih nosilcev [11]. 
 
Slika 38: Bencinska črpalka v Deitingenu [9] 
Figure 38: Service station in Deitingen [9] 
Model z visečimi membranami je Isler označil kot najbolj optimalnega, saj se v lupini pod 
vplivom lastne teže razvijejo izključno tlačne obremenitve. Ta princip je botroval obliki lupine, 
ki jo je leta 1969 zgradil Isler v Ženevi, tovarna Sicli. Lupina ima razpon 35 m in ima debelino 
100 mm in nima ojačitvenih robnih nosilcev [11]. 
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Slika 39: Tovarna Sicli v Ženevi [9] 
Figure 39: Sicli factory in Geneva [9] 
Leta 1963 je svojo kariero začel Ulrich Müther (1934-2007) v takratni Nemški demokratični 
republiki. Tega leta je zgradil lupinasto streho počitniške hiše jeklarjev v Binzu. Streha je bila 
sestavljena iz štirih prefabriciranih hiperboličnih paraboloidov in je pokrivala površino 14,2 m 
dolžine in prav take širine. Lupino so kasneje porušili, Müther pa je na enak način leta 1965 
zgradil streho nad jedilnico v otroški koloniji v Borchitzu. Jedilnica je najstarejša ohranjena 
Mütherjeva lupina [65]. 
 
Slika 40: Počitniška hiša v Binzu [66] 
Figure 40: Holyday house in  Binz [66] 
Leto po izgradnji jedilnice leta 1966, je Müther zgradil razstavno dvorano v Rostocku. Lupini 
dveh objektov sta hiperbolična paraboloida in sta zrcaljena preko horizontalne ravnine. 
Debelina lupin je 70 mm in vsaka pokriva pravokotno tlorisno površino s stranico 20 m. 
Robovi so podprti z jeklenimi stebri. Armatura je bila položena v več plasteh, kot je bilo za 
Mütherjeve lupine značilno [65]. 
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Slika 41: Razstavna dvorana v Rostocku [66] 
Figure 41: Exhibition hall in Rostock [66] 
Najbolj prepoznavni Mütherjevi lupini, restavracijo Teepott v Rostocku in postajo obalne 
straže v Binzu, je Müther zgradil leta 1968. Lupina restavracije je sestavljena iz treh 
hiperboličnih paraboloidov, z debelino 70 mm, ki se na robu poveča na zgolj 100 mm. V 
lupini so vgrajene tri plasti armature, na spodnji in zgornji strani so položene mreže, vmesna 
plast pa sledi trajektorijam napetosti. Razdalja med podporami je 27,7 m, na sredini ima 
lupina višino 5 m, v najvišji točki na robu pa 8 m. Lupina je zelo hitro postala znamenitost 
[65]. 
 
Slika 42: Restavracija Teepott v Rostocku [67] 
Figure 42: Restaurant Teepott in Rostock [67] 
Postaja obalne straže v Binzu je lupina, zgrajena iz dveh prefabriciranih polovic. Debelina 
lupine se spreminja med 15 in 30 mm. Zaradi močno korozivnega okolja je treba ščititi 
armaturo, saj ima debelino zaščitne plasti zgolj 5 mm [65]. 
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Slika 43: Postaja obalne straže v Binzu [68] 
Figure 43: Cost guard station in Binz [68] 
V severni Ameriki se je v 1950. letih z gradnjo lupinastih konstrukcij začel ukvarjati Jack V. 
Christiansen (1928- ). Sicer je gradil tudi druge konstrukcije, a so njegove lupine njegova 
najbolj znana dela in obsegajo vse možne oblike, od klasičnih cilindričnih lupin, do 
hiperboličnih paraboloidov. Nekaj lupin je standardiziral v sodelovanju s podjetjem Shell 
Forms Inc. Z omenjenim podjetjem je sodeloval pri izgradnji 52 šesterokotnih dežnikov za 
razstavno zgradbo trgovine in industrije na svetovnem sejmu v Seattlu leta 1962 [69]. Čeprav 
so bili dežniki nestandardne oblike in je bilo treba izdelati unikaten opaž, se je tega dalo 
uporabiti večkrat, kar je zmanjšalo stroške gradnje. Izdelani so bili štirje opaži in vsakega so 
uporabili 13 krat. Christiansen je pri teh dežnikih uporabil hiperbolični paraboloid, sestavljen 
iz štirih delov, podobno kot Candela pri svojih dežnikih. Iz dobljene oblike lupine je izrezal 
heksagon, kar je pripeljalo do zapletov pri postavljanju dežnikov skupaj, saj niso bili vsi vogali 
na dežniku v isti ravnini. Dežniki so morali biti postavljeni eden poleg drugega tako, da so se 
stikali po vsem robu [70]. 
 
Slika 44: Heksagonalni dežniki na sejmu v Seattlu, leta 1962 [71] 
Figure 44: Hexagonal umbrellas in Seattle fair in 1962 [71] 
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Leta 1968 je Christiansen pri lupini, ki jo je zgradil kot streho razstavnemu objektu Rivergate 
v New Orleansu, uporabil prednapetje. Streha je skupina dolgih obočnatih lupin, ki so široke 
18 m in dolge 77 m. Christiansen je uporabil prečne vezi ter prednapete robne nosilce in 
prednapeto lupino. Prednapetje je omogočilo, da je imela lupina velik razpon, je elegantna in 
ekonomična. Stavbo so leta 1997 porušili [70]. 
 
Slika 45: Razstavni objekt Rivergate v New Orleans [72] 
Figure 45: The Rivergate exhibition hall in New Orleans [72] 
2.3 Sodobne lupine (1970- ) 
Po razcvetu gradnje lupin po svetu v 1950. in 1960. letih, je njihova gradnja po letu 1970 
skoraj popolnoma zamrla, saj je cena delovne sile zelo narastla v primerjavi s ceno 
materiala. To je bil razlog, da se konstrukcije niso več optimizirale v taki meri, kot so 
optimizirane armiranobetonske lupine. Jeklo je po letu 1970 postalo veliko bolj dostopno in 
zato tudi cenejše, zato so veliko objektov zgradili iz jekla. Vse pogosteje so se začele 
pojavljati palične lupinaste konstrukcije. 
V času, ko je bilo čedalje manj zanimanja za armiranobetonske lupinaste konstrukcije, se je 
Hanz Isler bližal vrhuncu svoje kariere. Bil je eden redkih inženirjev, ki je tudi po letu 1970 
lupine gradil v velikem obsegu. Tega leta je začel graditi Športno in smučarsko središče v 
Chamonixu v Franciji. Kompleks je bil dokončan leta 1975 in obsega skupaj 28 lupin. To je 
bil redek projekt, v katerem je Isler sodeloval, kjer je obliko lupin narekoval arhitekt. Zaradi 
tega je površina vseh lupin izrez sfere in ima tlorisno obliko enakostraničnega trikotnika. 
Lupine so podprte v vsakem vogalu trikotnega tlorisa. Ker je tak sistem v statičnem smislu 
neučinkovit, so lupine izvedene z ojačitvenimi robnimi nosilci. Zaradi oblike lupin in zaradi 
ogromne obtežbe snega, ki je značilna za alpske regije, lupine niso videti vitke, kot je to za 
Islerja značilno. V prvi fazi, med 1970 in 1971, je bilo zgrajenih 9 lupin, športni objekt in 
bazen, ki pokrivajo površino 6000 m2. Razpon med podporami pri najmanjši lupini je 22 m. 
Sledita mu 37,5 m in 45 m razpon in pri največji 60 m razpon. Debelina lupin se spreminja 
med 80 mm in 150 mm. Podpore so med seboj povezane s prednapetimi vezmi po obodu, z 
12 žicami, 5 mm premera. Ponekod rob višje lupine sega preko roba nižje lupine. Vmesni 
prostor je zastekljen tako, da dopušča diferenčne pomike lupin do 120 mm v vertikalni smeri 
in 80 mm v horizontalni smeri, ne da bi se pri tem poškodovala zasteklitev. V drugi fazi, med 
1972 in 1974, se je zgradil šolski center, ki je vseboval deset trikotnih lupin s stranico 
največje 45 m. Istočasno se je gradil ENSA (l'Ecole Nationale de Ski d'Alpinisme), katerega 
je sestavljalo pet trikotnih lupin, s stranicami 22,5 m in 30 m. Končno so leta 1975 zgradili 
skupnostni center in knjižnico, štiri lupine s stranico 37 m pri največji. V tej zadnji fazi je bilo 
razmerje med razponom in višino lupine boljše, zato so bili robni nosilci lahko manjši [61]. 
Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.   25 
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
 
Slika 46: Knjižnica v Chamonixu [9] 
Figure 46: Chamonix library [9] 
Smučarskemu središču v Chamonixu v zgodnjih 1970. letih, je med drugim sledila lupina nad 
zunanjim gledališčem v Grötzingenu leta 1977. Isler je sodeloval pri gradnji lupinaste 
armiranobetonske strehe, ki pokriva 600 m2 površine in ima največje dimenzije 28 m v širino 
in 42 m v dolžino. Model, ki je bil uporabljen za določitev oblike konstrukcije, je bila viseča 
membrana, lupina je enojnosimetrična. Lupina doseže višino 8,5 m na sredini razpona robu, 
ob odru. Isler ni uporabil ojačitvenih robnih nosilcev, saj je lupina na robu rahlo ukrivljena 
navzgor, kar daje potrebno togost robovom in ohranja eleganten in vitek izgled lupine. 
Podpore so pod površjem povezane s prednapetimi vezmi. Debelina lupine se spreminja 
med 90 mm in 120 mm. Lupina je nezaščitena, saj se zaradi oblike in prednapetja ne 
pričakuje nastanka razpok. Na sredini je okrogla odprtina namenjena naravnemu 
osvetljevanju [61]. 
  
Slika 47: Gledališče v Grötzingenu iz zraka (levo) [73] in med gradnjo (desno) [9] 
Figure 47: Grötzingen theater from air (left) [73] and under construction (right) [9] 
Isler je svoje najuspešnejše lupine, dobljene po principu viseče membrane, gradil za teniška 
igrišča in bazene. Prvo tako lupino za teniško igrišče je zgradil leta 1978 v Düdingenu. Gre 
za tri lupine, zgrajene ena poleg druge, vsaka 18,6 m široka in 48,5 m dolga. Debelina lupin 
s prostimi robovi znaša 90 mm in se ponekod poveča na 100 mm. Oblika lupine posnema 
trajektorijo leta teniške žogice. Opaž za lupino je bil podprt z ukrivljenimi lepljenimi lesenimi 
nosilci. Isler je prvotno zgradil štiri različne lupine kot testne modele v naravni velikosti, vsako 
z rahlo drugačno obliko. Med obremenitvijo je pozorno spremljal dogajanje v lupinah in 
njihove pomike. Tretja lupina je imela najmanjše pomike, kar je nakazovalo na večjo togost. 
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S testi je Isler dobil pomembne informacije o tem, kako oblika vpliva na togost lupine. 
Teniška igrišča z Islerjevimi lupinami so gradili po vsej Švici, saj predstavljajo elegantno 
alternativo običajnim teniškim igriščem, poleg tega so ekonomične in učinkovite konstrukcije 
[61]. 
 
Slika 48: Tipične Islerjeve lupine za teniška igrišča [74] 
Figure 48: Typical Isler's shell for tennis court [74] 
Istočasno s teniškim igriščem v Düdingenu, je Isler gradil lupino za kopališče v Heimbergu. 
Lupina, debela 90 mm, pokriva kvadraten tloris s stranico 32,5 m. Leta 1981 je zgradil 
podobno, vendar večjo lupino za kopališče Aarepark v Bruggu v Švici [61]. 
V Stettenu, blizu Stuttgarta, je leta 1980 Isler sodeloval pri izgradnji hiše Balz. Hiša ima 
precej običajno obliko pritličja, vendar je lupinasta streha nad 1. nadstropjem izjemne oblike. 
Zaradi nenavadnih krivin strehe je nekaj pohištva integriranega v konstrukcijo. Ravno to je 
najbrž razlog, da takih stanovanj ni zgrajenih več [61]. Oblika za lupino je bila dobljeno na 
pnevmatski način. Debelina dvojne lupine, ki ima na sredini izolacijsko plast, je 100 mm na 
najtanjšem delu in 150 mm na najdebelejšem delu. V konstrukcijo so vgrajene cevi, ki 
sprejemajo akumulirano toploto. Oblika lupine je veliko bolj primerna za tak način ogrevanja 
vode, saj ima večji izkoristek. Hiša še vedno stoji in lupina ne kaže nikakršnih znakov 
poškodb ali razpok [75]. 
 
Slika 49: Hiša Balz v Stettenu [73] 
Figure 49: Balz house in Stetten [73] 
Ko se je Isler že počasi bližal koncu svoje kariere, je bil leta 1996 vpleten v gradnjo 
evangelistične cerkve Steinkirche v cerkveni skupnosti Cazis. Cerkev ima popolnoma prosto 
obliko, ki spominja na tri prodnike postavljene skupaj. Odprtine za okna so dobljene tako, da 
je v lupine zareza v obliki črke V. Gradnja take konstrukcije je bila mogoča tudi zaradi razvoja 
računalnikov in programske opreme, čeprav je Isler notranje statične količine določeval tudi s 
pomočjo fizičnih modelov. Ugotovil je, da bi moral lupino tam, kjer je prekinjena z zarezami, 
povezati med seboj. Tam, kjer so te jeklene vezi sidrane v lupino, je bilo treba povečati 
debelino sicer 150 mm debele konstrukcije [63]. 
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Slika 50: Cerkev Steinkirche v Cazisu [9] 
Figure 50: Steinkirche church in Cazis [9] 
V severni Ameriki je bil pri gradnji lupinastih konstrukcij uspešen Jack Christiansen, tudi po 
letu 1970. Njegova najbolj znana lupinasta konstrukcija je bila streha nad stadionom v 
Seattlu imenovana Kingdome (Kraljeva kupola), ki jo je zgradil leta 1976. Lupina je bila na 
mestu betonirana monolitna kupola, sestavljena iz trikotnih hiperboloidov. Imela je razpon 
201,6 m in je bila do porušitve leta 2000 največja armiranobetonska kupola na svetu [69]. 
Dvig na sredini kupole je znašal 33,5 m. Na robu je bila podprta s prednapetim betonskim 
obročem. Lupina je bila debela 120 mm in ojačana z 1,8 m visokimi rebri, ki so se na vrhu 
združili v tlačni obroč [4]. Christiansen je svojo zadnjo lupino zgradil leta 1990, hiperbolični 
paraboloid, kot nadstrešek nad tribunami v svojem rojstnem kraju Bainbridge islandu. 
 
Slika 51: Kingdome v Seattlu [76] 
Figure 51: Kingdome in Seattle [76] 
Ko govorimo o sodobnih lupinastih konstrukcijah v Nemčiji, ne smemo pozabiti omeniti Jörga 
Schlaicha (1934- ), Otta Freia (1925- ) in Ulricha Mütherja. Slednji je največ prispeval h 
gradnji armiranobetonskih lupinastih konstrukcij v Nemčiji po letu 1970. Leta 1973 je v 
Berlinu zgradil lupinasto konstrukcijo, ki se jo je zaradi oblike prijelo ime Javorjev list. 
Konstrukcija je bila sestavljena iz petih trikotnih radialno razporejenih hiperboličnih 
 28   Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.  
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
 
paraboloidov. Optimalno obliko teh segmentov je Müther dobil s pomočjo modelov iz 
plastike, ojačanih s steklenimi vlakni v merilu 1:23. Za razliko od Javorjevega lista, ki so ga 
kljub masovnim protestom leta 2000 porušili, lupina Morska roža nad restavracijo v 
Potsdamu še vedno stoji. Morsko rožo ali Seerose je Müther zgradil leta 1980. Lupina 
izrazito spominja na Candelino lupino v Xochimilcu. Zgrajena je bila predvsem zaradi 
monotonosti stavb v okolici, katero so želeli popestriti in ji vdahniti značaj [65]. 
  
Slika 52: Javorjev list (levo) [77] v Berlinu  in Morska roža (desno) v Potsdamu [78] 
Figure 52: Maple leaf (left) [77] in Berlin and Sea rose (right) in Potsdam [78] 
Müther je zgradil veliko armiranobetonskih sferičnih kupol nad planetariji, tako v Nemčiji kot 
tudi v tujini. Čeprav je od leta 1971 poskušal razviti sistem betoniranja lupin brez opaža, je pri 
večini sferičnih lupin uporabil podoben sistem gradnje, kot sta ga Dischinger in Finsterwalder 
pri Jena planetariju. Sistem brez opaža je temeljil na gosti mreži, spleteni iz tankih žic, ki je 
bila postavljena med dve plasti običajne armature. Mreža je morala biti dovolj toga, da je 
lahko obdržala želeno obliko, dokler je niso iz obeh strani obbetonirali z metodo torketiranja. 
Na omenjen način je Müther zgradil paviljon v Sassnitzu [65]. 
 
Slika 53: Paviljon v Sassnitzu [68] 
Figure 53: Pavilion in Sassnitz [68] 
Nekaj armiranobetonskih lupinastih konstrukcij je bilo v tem obdobju zgrajenih tudi v Aziji. V 
Indiji je R. Sundaram (1935- ) armiranobetonske lupine gradil že 1963. Leta 1998 je zgradil 
armiranobetonsko lupinasto streho nad športno dvorano Kanteerava, v Bangaloreju. Eliptična 
kupola je sestavljena iz 120 prefabriciranih elementov, ki so položeni med natezni obroč ob 
podpori in tlačni obroč na sredini lupine. Podobno kot Nervi je Sundaram rešil problem 
uklona lupine z uporabo reber. Lupina je pokrivala površino 90 m širine in 120 m dolžine [69]. 
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Slika 54: Športna dvorana Kanteerava v Bangaloreju [79] 
Figure 54: Kanteerava stadium in Bangalore [79] 
Doba računalništva omogoča sodobnim graditeljem lupinastih konstrukcij uporabo skoraj 
popolnoma poljubnih oblik. Kljub zamrtju gradnje lupinastih konstrukcij po letu 1970, jih svet 
ponovno odkriva, predvsem zaradi estetskega videza. V Španiji se novih oblik poslužuje 
Santiago Calatrava (1951- ). Leta 2003 je Calatrava zgradil operno hišo na Tenerifih, kjer je 
za streho uporabil dvojno ukrivljeno armiranobetonsko lupino trikotnega tlorisa, ki se dviga 58 
m nad tlemi. Objekt sicer pokriva površino 154 m dolžine in 100 m širine [80]. 
 
Slika 55: Operna hiša na Tenerifih [81] 
Figure 55: Tenerife opera house [81] 
Calatrava je nekaj lupin zgradil v Mestu umetnosti in znanosti v Valenciji, kjer je bil zgrajen 
akvarij L'Oceanographic po skicah Candele. Zgrajeni sta bili dve lupini, restavracija in glavni 
vhod. Restavracija je sestavljena iz štirih med seboj sekajočih se hiperboličnih paraboloidov, 
katere tloris tvori osemkotnik, zelo podobno kot restavracija v Xochimilcu. Glavna vhodna 
stavba je tudi sestavljena iz hiperboličnih paraboloidov, le da ni simetrična in ima trikoten 
tloris [82]. 
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Slika 56: L'Oceanografic v Valenciji, restavracija (levo) [83] in glavna vhodna stavba (desno) [84] 
Figure 56: L'Oceanografic in Valencia, restaurant (left) [83] and main entrance building (right) [84] 
Japonski inženir Mutsuro Sasaki (1946- ), ki veliko uporablja proste oblike, pri gradnji 
armiranobetonskih lupinastih konstrukcij, je v zadnjem času zgradil nekaj izjemnih lupin, kjer 
združuje japonski minimalizem s svojo estetsko občutljivostjo in konstrukcijsko učinkovitostjo 
v harmonijo oblike, funkcionalnosti in ekonomičnosti. Sasaki velikokrat uporablja genetski 
optimizacijski algoritem za določevanje končne oblike lupin. Tak pristop je relativno nov in je 
mogoč ob interakciji geometrijskega modeliranja, reševanja enačb končnih elementov in 
genetskega optimizacijskega algoritma. Postopek iskanja oblike poteka tako, da geometrijski 
model preprostejše lupine eksplicitno izrazimo kot funkcijo nekaj spremenljivk, zahtevnejše 
oblike pa kot NURBS (nonuniform rational basis spline). Geometrijski model diskretiziramo 
na končne elemente in analiziramo obnašanje konstrukcije. V naslednjem koraku po 
genetskem ključu določimo naslednjo generacijo oblik, tako da spreminjamo konstante v 
eksplicitnem zapisu, ali pa s premikanjem kontrolnih točk pri NURBS. Vsako izmed dobljenih 
novih oblik analiziramo in zavržemo vse, ki ne izboljšajo lastnosti predhodne generacije. 
Postopek iterativno ponavljamo, dokler ne dosežemo želene stopnje optimizacije, ki je hkrati 
tudi estetsko in ekonomsko sprejemljiva. Na tak način je Sasaki določil obliko, leta 2006 
zgrajenega krematorija Kakamigahara na Japonskem. Lupino podpira skupina naključno 
razporejenih stebrov [85]. 
  
Slika 57: Krematorij Kakamigahara na Japonskem, zunanjost (levo) [86] in notranjost (desno) [87] 
Figure 57: Krematorium Kakamigahara in Japan, exterior (left) [86] and interior (right) [87] 
Prvotni graditelji lupin, kot so Candela, Nervi, Torroja, Tedesko, niso imeli računalnikov za 
analizo, zato so bile njihove lupine omejene na geometrijske oblike, ki se jih je dalo 
enostavno matematično opisati. Z uporabo računalnikov lahko uporabljamo genetski 
algoritem kot enega od načinov iskanja optimalne proste oblike lupinaste konstrukcije. Ena 
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najnovejših lupin Sasakija, ki je izrazita prosta oblika, je leta 2010 zgrajen muzej moderne 
umetnosti na Teshimi, na Japonskem. 
  
Slika 58: Muzej moderne umetnosti na Teshimi zunanjost (levo) in notranjost (desno) [88] 
Figure 58: Modern art museum in Teshima, exterior (left) and interor (right) [88] 
Prosta oblika armiranobetonskih lupin se čedalje bolj uporablja v moderni arhitekturi, saj so 
take konstrukcije estetske. Arhitekti in inženirji, kot so Calatrava, Sasaki in podobni, 
postavljajo smernice za prihodnje oblike lupinastih konstrukcij. Po svetu čedalje bolj pogosto 
naletimo na sodobne lupinaste konstrukcije. Tako konstrukcijo je leta 2008 Kotaro Ide (1965-
) zgradil v Karuizawi na Japonskem. Konstrukcija je cilindrično elipsaste oblike, ki se sklada z 
gozdno okolico, v kateri je zgrajena. 
  
Slika 59: Hiša v Karuizawi notranjost (levo) in zunanjost (desno) [89] 
Figure 59: House in Karuizawa, interior (left) and exterior (right) [89] 
V prihodnosti imajo armiranobetonske lupinaste konstrukcije gotovo svoje mesto pod 
soncem, pa naj si bo zaradi estetike ali zaradi ekonomskih razlogov, ko se bo rešila težava z 
opaževanjem. Nekaj poskusov zmanjšanja stroškov zaradi opaževanja je nakazal že Nervi s 
svojimi prefabriciranimi elementi. Dokaz, da se lahko take konstrukcije gradijo ekonomično, 
je Isler, ki je zgradil več sto takih lupin po Evropi v času, ko je gradnja lupin zamirala. Eden 
najbolj ekonomičnih načinov gradnje lupin je z uporabo napihljivih membran, ki je bil večkrat 
patentiran. Tak patent je dobil tudi Dante Bini leta 1986 in ustanovil podjetje Binishells. 
Njihove lupine so predstavniki organske oblike konstrukcij za hiše in industrijske objekte.  
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Slika 60: Prototip lupinste konstrukcije za hišo, v podjetju Binishells [90] 
Figure 60: Prototype for shell residential house in Binishells company [90] 
Oblike armiranobetonskih lupinastih konstrukcij prihodnosti gotovo ležijo v rokah 
oblikovalcev, kot je Zaha Hadid (1950- ). Hadid je bila do nedavnega znana kot papirni 
arhitekt, saj se njene radikalne oblike redko realizirajo [5]. Njene vizije stavb, ki vključujejo 
armiranobetonske lupinaste konstrukcije, se kažejo v zasnovah, kot je operna hiša v Dubaju, 
mednarodno središče kulture in umetnosti v Changshaju na Kitajskem, središče umetnosti v 
Abu Dhabiju in veliko drugih. Hadid in drugi oblikovalci so dokaz, da se bodo 
armiranobetonske lupinaste konstrukcije gradile tudi v prihodnosti v še spektakularnejših 
oblikah. 
  
Slika 61: Mednarodni center kulture v Changshaju (levo) in središče umetnosti v Abu Dhabiju 
(desno) [91] 
Figure 61: International culture and arts centre in Changshay (left) and Abu Dhabi performing 
arts centre (right) [91] 
 
Slika 62: Operna hiša v Dubaju [92] 
Figure 62: Opera house in Dubai [92] 
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3 GEOMETRIJA ARMIRANOBETONSKIH LUPIN 
Ko govorimo o geometriji armiranobetonske lupine, govorimo o geometriji srednje ploskve 
lupine. To lahko klasificiramo glede na njeno Gaussovo ukrivljenost  . V neki točki ploskve 
lahko ploskev prerežemo z neskončnim številom ravnin, ki vsebujejo normalo na ploskev v 
tej točki. Presečišča teh ravnin s ploskvijo so krivulje. Glavni ukrivljenosti ploskve v tej točki, 
sta  1 in  2. Povezani sta s krivuljama, ki imata od vseh dobljenih krivulj v obravnavani točki 
največji in najmanjši radij ukrivljenosti,  1 in  2. Ti dve krivulji sta med seboj pravokotni. 
  
Slika 63: Glavni ukrivljenosti (levo) in radij ukrivljenosti krivulje v točki (desno) 
Figure 63: Main curvature (left) and radii of curvature of a curve in a point (right) 
Glavni ukrivljenosti lahko izrazimo z glavnima radijema ukrivljenosti kot: 
   
 
  
 
   
 
  
 
Gaussova ukrivljenost   in povprečna ukrivljenost   sta: 
        
  
 
 
        
Gaussova ukrivljenost v neki točki ploskve je lahko pozitivna, negativna ali nič. Ko imata 
glavni ukrivljenosti enaka predznaka, je njun produkt pozitiven. Če je Gaussova ukrivljenost 
pozitivna za vsako točko ploskve, govorimo o sinklastični ploskvi. Gaussova ukrivljenost je 
negativna, če imata glavni ukrivljenosti različna predznaka. Če je Gussova ukrivljenost 
negativna povsod po ploskvi, je ta antiklastična. Kadar ima ploskev v neki točki eno od 
glavnih ukrivljenosti enako nič, je tam tudi Gaussova ukrivljenost enaka nič. Če to velja za 
celo ploskev, je ta monoklastična ali odvojna.  
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Slika 64: Ploskev s pozitivno (levo), nično (sredina) in negativno (desno) Gaussovo ukrivljenostjo 
Figure 64: Surface with positive (left), zero (middle) and negative (right) Gaussian curvature 
3.1 Analitično opisljive geometrije lupin 
Geometrijo lupin preprostejših oblik lahko zapišemo eksplicitno tako, da koordinato   
izrazimo kot funkcijo ostalih dveh koordinat   in  . Zahtevnejše oblike parametriziramo, tako 
da vsako koordinato zapišemo kot funkcijo dveh parametrov   in  . Poznamo več vrst 
ploskev, ki jih lahko zapišemo eksplicitno ali parametrično: rotacijske ploskve, translacijske 
ploskve, premonosne ploskve in odvojne ploskve. 
3.1.1 Rotacijske lupine 
Rotacijske ploskve dobimo tako, da poljubno krivuljo zavrtimo okrog neke premice, ki leži v 
isti ravnini kot krivulja (slika 65). Tipični predstavniki rotacijskih lupin so hladilni stolpi v 
termoelektrarnah in kupole. Rotacijske lupine so tudi cilindri in stožci, ki hkrati spadajo med 
odvojne lupine. 
 
Slika 65: Generiranje rotacijskih lupin 
Figure 65: Generation of surface of revolution 
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Slika 66: Rotacijski ploskvi, parabolična kupola (levo) in hiperboloid (desno) 
Figure 66: Surface of revolution, parabolic dome (left) and hyperparaboloid (right) 
3.1.2 Translacijske lupine 
Translacijske ploskve dobimo tako, da neko krivuljo premikamo vzdolž druge krivulje (slika 
67). Predstavniki translacijskih lupin so paraboloidi in hiperbolični paraboloidi, ki hkrati 
spadajo med premonosne lupine, saj se jih da generirati na oba načina. 
 
Slika 67: Generiranje translacijskih lupin 
Figure 67: Generartion of surface of translation 
  
Slika 68: Translacijski ploskvi, paraboloid (levo) in hiperbolični paraboloid (desno) 
Figure 68: Surface of translation, paraboloid (left) and hyperbolic paraboloid (right) 
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3.1.3 Premonosne lupine 
Premonosne ploskve so izredno priročne za armiranobetonske lupine, saj jih je mogoče 
generirati iz ravnih linij, ki potujejo po dveh robnih krivuljah (slika 69), kar precej poenostavi 
izdelavo opažev. Predstavniki premonosnih ploskev so hiperbolični paraboloid, heliksoid, 
sinusoid in drugi. 
 
Slika 69: Generiranje premonosnih lupin 
Figure 69: Generation of ruled surface 
  
Slika 70: Premonosni ploskvi, hiperbolični paraboloid (levo) in sinusoid (desno) 
Figure 70: Ruled surface, hyperbolic paraboloid (left) and sinusoid (right) 
3.1.4 Odvojne lupine 
Odvojne ploskve so tiste, ki se lahko odvijejo v ravnino (slika 71). Odvojne lupine imajo 
Gaussovo ukrivljenost enako nič. Tipični primeri takih lupin so cilindri, stožci, cilindrične 
strehe in podobno. 
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Slika 71: Značilnost odvojnih ploskev 
Figure 71: Characteristic of developable surface 
  
Slika 72: Odvojni ploskvi, cilinder (levo) in stožec (desno) 
Figure 72: Developable surface, cylinder (left) and cone (right) 
3.2 Poljubne geometrije lupin 
Poljubno oblikovano ploskev lahko dobimo s pomočjo računalnika in uporabo NURBS 
(nonuniform rational basis spline), ki so zlepki racionalnih funkcij. NURBS so danes 
najpogosteje uporabljen način pri grafičnem oblikovanju z računalnikom, saj omogočajo velik 
nadzor nad gladkostjo krivulj in ploskev. Obliko NURBS krivulj definirajo kontrolne točke in 
uteži kontrolnih točk. Kontrolne točke imajo največji vpliv na obliko krivulje blizu točke. Z 
oddaljenostjo ta vpliv pada. Vsaka kontrolna točka ima osnovno funkcijo, ki pove, kako 
močno in na kakšni dolžini točka vpliva na krivuljo. Na obliko krivulje ali površine lahko 
vplivamo s spreminjanjem kontrolnih točk ali njihovih uteži [93]. 
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Slika 73: NURBS krivulja  
Figure 73: NURBS curve 
Kljub popolnoma poljubnim oblikam, dobljenim z NURBS, je smiselno tudi iskanje optimalnih 
oblik za zastavljen pogoj. Iskanje optimalnih oblik lahko poteka z računalnikom ali 
eksperimentalno. V splošnem težimo k takim oblikam lupin, ki so sposobne razviti osne sile 
ob majhnih upogibnih momentih, saj so bolj preproste za analizo in bolj ekonomične od lupin, 
kjer prevladujejo upogibne obremenitve. 
3.3 Eksperimentalno iskanje oblik 
Eksperimentalno iskanje oblike konstrukcije sega daleč v zgodovino, ko je prevladoval 
empiričen način gradnje. Tak način je uporabil Antonio Gaudi (1852-1926), ki je princip 
verižnice razširil na prostorski model [75]. Isler je uporabil podoben princip, le da je pri 
njegovih modelih uporabil visečo mokro tkanino. Zaradi majhne upogibne togosti je 
membrana zavzela obliko, kjer so se pojavile izključno natezne osne sile. Isler je tako 
membrano zamrznil in dobil trdno obliko, na katero so, potem ko je bila obrnjena, delovale 
izključno tlačne obremenitve pri lastni teži [75]. 
 
Slika 74: Islerjevi viseči membrani [94] 
Figure 74: Islers hanging membrane [94] 
Preden je Isler eksperimentiral z visečimi modeli, je uporabljal pnevmatski model 
določevanja oblike. Pri pnevmatskem modelu notranji pritisk deluje pravokotno na ploskev, 
kar pri plitkih lupinah pomeni skoraj navpično. Na tak način je Isler simuliral delovanje 
gravitacijske obtežbe, vendar je tak model veliko bolj primeren za obtežbe s tekočinami, kot 
so akvariji, saj pritisk vode, tako kot zrak pod pritiskom, deluje pravokotno na ploskev. 
 
Slika 75: Islerjev pnevmatski model [60] 
Figure 75: Islers pneumatic model [60] 
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Isler je nekajkrat uporabil tudi princip pretočne oblike, ali »flow form«. Osnovno obliko, kot je 
kvadratna posoda, je napolnil s poliuretansko peno, ki je ekspandirala in zaradi trenja ob 
posodi oblikovala kupolasto obliko [60]. 
 
Slika 76: Princip pretočne oblike [60] 
Figure 76: Flow form principle [60] 
V zadnjem času se uporablja tudi tehnika homeostatičnega modela ali HMT (homeostatic 
model technique). Na ploščo iz termoplastičnega materiala se položijo uteži, ki simulirajo 
obtežbo. Model se nato obesi v tistih točkah, kjer naj bi bile podpore končne lupine. 
Obtežena plošča se v peči enakomerno segreva na temperaturo, pri kateri se termoplastičen 
material začne mehčati in zato se plošča deformira v obliko, v kateri prevladujejo osne sile. 
Ko se deformacije stabilizirajo, se model počasi ohladi na sobno temperaturo, pri kateri 
termoplastičen material pridobi začetno togost. Obrnjen model ima obliko, v kateri se pri 
enaki obtežbi ustvarijo samo tlačne napetosti [95]. 
 
Slika 77: Oblike dobljene po principu HMT [95] 
Figure 77: HMT resulting forms [95] 
Med eksperimentalne metode iskanja oblike spada tudi eksperimentalno iskanje minimalne 
površine. Tipičen primer je iskanje minimalne površine z uporabo milnice, saj je znano, da 
milnica, razpeta na tog okvir, zavzame minimalno površino. Pomanjkljivost te metode je, da 
je treba model fotografirati in iz fotografij odčitati geometrijo ploskve. 
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3.4 Računalniško iskanje oblik 
Računalniki nam omogočajo simuliranje obnašanja fizičnega modela, zato lahko iščemo 
optimalne oblike lupine ne da bi uporabili fizičen model. Zgoraj opisana metoda HMT se zato 
lahko simulira tudi z računalnikom. Modelirata se ogrevanje in ohlajanje termoplastičnega 
materiala pod delovanjem obtežbe. Pri računalniški HMT metodi je glavna težava natančen 
opis materialnih karakteristik, ki so odvisne od temperature [95]. 
Pogosto uporabljeni metodi iskanja oblike lupine sta metoda gostote sil in metoda dinamične 
relaksacije. Metodo gostote sil je svetu predstavil Linkwitz leta 1971 in se uspešno uporablja 
predvsem za iskanje oblike lahkih prednapetih membranskih konstrukcij. Membrano opišemo 
kot mrežo iz vrvi. Napetosti v membrani predstavljajo sile v teh vrveh. Vrvi potekajo v dveh 
smereh in na presečiščih tvorijo vozlišča. Omenjena metoda uporablja poenostavljene 
linearne enačbe ravnotežja vozlišč in je neodvisna od materialnih karakteristik [96]. 
Metoda dinamične relaksacije je iterativen postopek, kjer se sledi gibanju vozlišč zaradi 
obremenitve, tako da se geometrijsko nelinearen problem prevede na dinamičen. Da bi 
zagotovili konvergenco, je potreben podatek o dušenju konstrukcije [11]. 
Metod za iskanje oblik in optimiziranja z računalniškimi programi je veliko. Prve metode 
segajo v leto 1968, ko je Rajan predstavil metodo za določevanje oblik jezov. Leta 1969 je 
Smith v Kaliforniji razvil metodo, ki s pomočjo končnih elementov določa obliko lupine ob 
upoštevanju geometrijske nelinearnosti. Leta 2004 sta Maurin in Motro razvila metodo 
gostote napetosti, ki omogoča generiranje veliko različnih tipov ploskovnih konstrukcij [97]. 
Eden novejših načinov določevanja oblike lupine je optimizacija z genetskim algoritmom. Na 
začetku je treba definirati začetno obliko, izraženo eksplicitno ali z NURBS. Začetno 
geometrijo se analiza z linearno ali nelinearno analizo po metodi končnih elementov in določi 
pomike, notranje statične količine, kritično uklonsko silo ali dinamični odziv. Končno se po 
genetskem ključu, ki spreminja kontrolne točke NURBS ali njihove uteži, določi nova 
generacija oblik. Evolucijski algoritem deluje na kodiranem zapisu ploskve, tako da zapiše 
določeno spremembo. Ključni del pri tej metodi je, da določimo velikost spremembe, saj 
lahko velika sprememba močno vpliva na obliko, ki se v tem primeru močno razlikuje od 
začetne. Nekaj oblik nove generacije izboljša opazovano obnašanje, druge zavržemo. Nato 
postopek nadaljujemo z novo iteracijo [85]. 
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4 OBNAŠANJE ARMIRANOBETONSKIH LUPIN 
Tanke lupine v glavnem prenašajo obtežbo z osnimi silami, katere lahko izračunamo po 
membranski teoriji. Vendar se v lupini (skoraj) ne moremo izogniti pojavu upogibnih 
obremenitev. Na obnašanje lupin imajo velik vpliv materialne karakteristike in uklon, saj so 
lupine izredno vitke konstrukcije. Uklon lupin je veliko bolj zahteven problem kot uklon palice, 
poleg tega je lupina tudi izredno občutljiva na nepopolnosti. 
4.1 Membranske sile v lupini 
Zunanja obtežba povzroča osne deformacije, katerih posledica so osne sile. Predpostavimo, 
da je zaradi majhne debeline v primerjavi z ostalimi dimenzijami lupine  zz nič, ostale 
napetosti pa so neničelne. Notranje sile računamo na srednjo ploskev, ki je na sredini 
debeline lupine. Srednjo ploskev parametriziramo s črtami, kjer sta   in   konstantna. 
Predpostavimo, da sta v vsaki točki lupine črti          in         med seboj pravokotni. 
Za določitev notranjih sil iz lupine izrežemo infinitezimalno majhen delček (slika 78). 
 
Slika 78: Infinitezimalno majhen delček prereza lupine pri konstantnem   
Figure 78: Infinitesimal small fragment of shell section at constante   
Zapišemo enačbo podobnih trikotnikov (slika 78): 
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Sile dobimo z integracijo napetosti po prerezu in jih določimo na dolžinsko enoto, tako da jih 
delimo z   : 
    
 
  
∫       
 
 
 
  
∫    (  
 
  
)     
 
 
  
 
 ∫    (  
 
  
)  
 
 
  
 
 
 42   Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.  
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
 
    ∫    (  
 
  
)  
 
 
  
 
 
Analogno dobimo ostale osne sile: 
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Ker so lupine po navadi zelo tanke (
 
  
   
 
  
  ), lahko predpostavimo (  
 
  
     
 
  
  ) iz česar sledi: 
        
 
Slika 79: Osne sile v lupini 
Figure 79: Axial forces in shell 
4.2 Upogibni momenti v lupini 
Kjer membranska teorija ne more zadovoljiti pogojev enakosti pomikov ali ravnotežja, se 
pojavijo upogibni momenti. Ti nastopijo ob skokih ukrivljenosti ali debeline, na mestu 
točkovnih obtežb, podpor in na stiku več ploskev. Na omenjenih mesti membranska teorija 
ne velja. 
 
Slika 80: Mesta, kjer se pojavijo upogibni momenti 
Figure 80: Regions where bending moments occur 
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Na območjih, kjer se pojavijo momenti, se pojavijo tudi prečne sile. Te dobimo podobno kot 
osne sile, tako da integriramo po prerezu prečne napetosti. 
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Analogno dobimo: 
    ∫    (  
 
  
)  
 
 
  
 
 
Momente dobimo tako, da integriramo napetosti pomnožene s koordinato  : 
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Minus predpostavimo zato, da pri pozitivnih momentih dobimo natezne napetosti na 
spodnjemo delu lupine pri   [     ⁄ ]. Zaradi tankosti lupin lahko predpostavimo: 
        
 
Slika 81: Momenti in prečne sile v lupini 
Figure 81: Bending moments and shear forces in shell 
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4.3 Neraztezne deformacije 
Neraztezne deformacije so tiste deformacije, pri katerih se osrednja ploskev lupine ne 
raztegne ali skrči, zaradi česar so osne sile na tem mestu nič. Pri nerazteznih deformacijah 
se v lupini pojavijo samo upogibni momenti. Ker imajo tanke lupine majhno upogibno 
odpornost, so take deformacije lahko zelo velike in zato nezaželene. Posebnost nerazteznih 
deformacij je, da se ohrani Gaussova ukrivljenost, ki jo ima osrednja ploskev v 
nedeformiranem stanju [11]. Neraztezne deformacije se pogosto pojavijo v cilindričnih 
lupinah, ki imajo prosti rob in nanje deluje osnonesimetrična obtežba (slika 82), ali kot 
posledica diferenčnih posedkov tal. 
 
Slika 82: Primer nerazteznih deformacij pri delovanju sil   na cilinder 
Figure 82: Example of inextensional deformations under forces   acting on a cilinder 
Neraztezne deformacije se lahko razvijejo tudi v lupinah z obliko hiperboličnega paraboloida. 
Hiperbolični paraboloidi, ki imajo robove v smereh glavnih ukrivljenosti podprte nepomično v 
vertikalni smeri in pomično v horizontalni smeri, se lahko neraztezno deformirajo, če obstaja 
taka pot povezanih ravnih črt, po katerih se vrnemo v izhodiščno točko na robu ploskve [98]. 
Večje ko je število povezanih ravnih črt, manjši so valovi, ki se tvorijo pri nerazteznih 
deformacijah. Če ti valovi sovpadajo s katero od uklonskih oblik take lupine, lahko 
neraztezne deformacije močno vplivajo na uklonsko stabilnost lupine. V tem primeru je 
kritična uklonska napetost lupine enaka kritični uklonski napetosti plošče, enakih dimenzij kot 
tlorisna površina lupine [98]. Nerazteznim deformacijam lahko kljubujemo samo z upogibno 
togostjo lupine. Da se jim izognemo, lupine ojačamo. S tem se približamo zaprtim lupinam, 
pri katerih je naraztezne deformacije težko doseči. 
 
Slika 83: Pot sestavljena iz ravnih črt, po kateri se vrnemo v izhodiščno točko na robu 
Figure 83: Path consisted of straight lines which returns round to starting point at the edge 
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4.4 Uklon 
Ker lupinaste konstrukcije večinoma prenašajo obremenitve s tlačnimi osnimi silami, 
napetosti le redko presežejo dovoljene vrednosti in zato je najpogostejši vzrok za porušitev 
izguba stabilnosti.  
Prvi, ki je problem stabilnosti matematično opisal, je bil Leonhart Euler. Euler je leta 1757 [5] 
izpeljal formulo za največjo tlačno osno silo, ki jo idealno raven steber še prenese, preden se 
ukloni. Več kot stoletje kasneje, leta 1897, je Bryan enačbo posplošil na plošče. Šele v 20. 
stoletju so se razvile prve enačbe za uklon lupin [11]. Te enačbe so dobljene na podoben 
način kot enačbe za uklon palice ali plošče, kot rešitev pripadajočih diferencialnih enačb za 
vsako obliko lupine posebej. Pri konstrukcijah poznamo več vrst izgub stabilnosti: 
bifurkacijski uklon in preskok sistema [99]. 
4.4.1 Bifurkacijski uklon 
V določeni fazi obteževanja konstrukcija doseže bifurkacijsko točko, kjer sta možni dve ali 
več ravnotežnih poti. Pred to točko obstaja samo ena ravnotežna pot, imenovana primarna 
ravnotežna pot. Po tej točki obstaja poleg primarne, ki postane nestabilna, tudi sekundarna 
ravnotežna pot. Konstrukcija po uklonu izbere eno izmed možnih ravnotežnih poti. Silo, pri 
kateri pride do bifurkacije, imenujemo kritična uklonska sila. Za določitev kritične uklonske 
sile lahko uporabimo teorijo majhnih pomikov, pri čemer ravnotežje zapišemo v deformirani 
legi. Za analizo obnašanja konstrukcije po uklonu moramo uporabiti nelinearno teorijo, kjer 
so upoštevani veliki pomiki. Pri nelinearni analizi ravnotežnih poti lahko določimo tip 
bifurkacijskega uklona. Ločimo tri tipe: stabilna simetrična, labilna simetrična in labilna 
nesimetrična bifurkacija [99]. Tipičen primer bifurkacijskega uklona je uklon stebra. Pri 
stabilni bifurkaciji se, medtem ko se opazovani pomik prečno na smer obteževanja po uklonu 
močno povečuje, povečuje tudi sila, pri nestabilni bifurkaciji pa se sila zmanjšuje (slika 84). 
 
Slika 84: Simetrična stabilna (levo), simetrična labilna (sredina) in nesimetrična labilna bifurkacja 
(desno) idealnega stebra 
Figure 84: Symmetric stable (left), symmetric labile (middle) and asymmetric labile bifurcation 
(right) of ideal column 
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4.4.2 Preskok sistema 
Pri izgubi stabilnosti zaradi preskoka sistema nimamo opravka z bifurkacijskimi točkami, 
temveč z limitnimi točkami. Ravnotežna pot je v tem primeru samo ena nerazvejana 
povezana krivulja, z lokalnimi minimumi in maksimumi (slika 85). Ko konstrukcijo 
obtežujemo, se ta na svoji ravnotežni poti približuje limitni točki, v kateri konstrukcija preide iz 
prvotne ravnotežne lege v neko drugo ravnotežno lego, ki je daleč stran prvotni (slika 85). 
Silo, pri kateri konstrukcija doseže limitno točko, imenujemo kritična uklonska sila. Primeri 
konstrukcij, ki so podvržene preskoku, so plitke kupole in plitki loki, ki po preskoku 
zavzamejo zrcalno obliko glede na obliko pred preskokom. Preskok se zgodi tudi pri notranjih 
statičnih količinah, saj se namesto tlačnih napetosti pojavijo natezne [99]. 
 
Slika 85: Ravnotežna pot pri preskoku sistema v primeru  plitke kupole ali plitkega loka 
Figure 85: Equilibrium path for snap through of shallow domes and arches 
Konstrukcije, podvržene preskoku sistema, se lahko dejansko uklonijo na oba načina, tudi 
bifurkacijsko. Pri bifurkacijskem uklonu take konstrukcije dobijo nesimetrično obliko, pri kateri 
prevladujejo predvsem neraztezne deformacije [98]. 
4.5 Nepopolnosti in uklon lupin 
Enačbe za uklon lupinastih konstrukcij so bile dobljene ob enakih predpostavkah kot enačbe 
za uklon drugih konstrukcij. Bistvena razlika pa se je pokazala pri eksperimentih, ki pri 
konstrukcijskih elementih, kot so stebri in plošče, potrjujejo teoretične predpostavke, 
eksperimenti, izvedeni na lupinah, pa dajejo velik raztros kritičnih uklonskih sil. Do tako 
velikega raztrosa meritev pride, ker so nekatere lupine izredno občutljive na geometrijske, 
materialne in obtežbene nepopolnosti. Med geometrijske nepopolnosti lupinastih konstrukcij 
štejemo vsako odstopanje osrednje ploskve od idealne oblike, med obtežbene nepopolnosti 
pa štejemo vsako odstopanje v velikosti in smeri delovanja obtežbe. Razlog za veliko 
občutljivost nekaterih lupin na nepopolnosti je oblika sekundarne ravnotežne poti idealne 
konstrukcije. Majhna nepopolnost povzroči, da do bifurkacije ne pride, saj se bifurkacijska 
Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.   47 
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
točka spremeni v limitno, ali pa izgine (slika 86). Prav to je razlog, da lahko pri nekaterih 
lupinah uklonska sila realne konstrukcije pade tudi na 10 odstotkov izračunane po linearni 
teoriji, ko imajo lupine nestabilne sekundarne ravnotežne poti [99].  
 
Slika 86: Obnašanje nepopolne konstrukcije v primerjavi z idealno, pri vseh treh tipih bifurkacije 
Figure 86: Behaviour of imperfect structure in comparison to perfect one, for all three types of 
bifurcation 
Razvidno je, da je pri konstrukcijah z nestabilno bifurkacijo realna kritična uklonska sila nižja, 
kot izračunana po linearni teoriji. Nesimetrična bifurkacija je najbolj občutljiva na 
nepopolnosti, saj je padec uklonske sile glede na idealno konstrukcijo največji (slika 86). 
Vsaka oblika lupine ima drugačno sekundarno obtežno pot. 
4.5.1 Cilindri 
Eksperimenti kažejo, da se cilindri, podvrženi tlačni sili v osni smeri, uklonijo lokalno, v 
majhnih valovih. Ti valovi imajo lahko obliko osno simetričnih obročev, ali mrežast vzorec 
navzven in navznoter izbočenih valov kot na sliki 87 [98]. 
  
Slika 87: Uklon osno obremenjenega cilindra med eksperimentom [100] 
Figure 87: Buckling of axial compresed cylinder during experiment [100] 
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V primeru mrežastega vzorca uklona lahko uklonsko napetost po linearni teoriji izrazimo z 
enačbo [98]: 
     
    
   
√         
 
kjer je   elastičen modul,   Poissonov količnik,   debelina in   polmer cilindra. Enačba velja 
za srednje dolge cilindre. Zelo kratki cilindri se obnašajo podobno ploščam, v primeru zelo 
dolgega cilindra, pa se kritična uklonska sila približuje kritični uklonski sili stebra s cevastim 
prerezom [98]. Uklonske napetosti za vse tri oblike so podane v EC3. 
Nelinearna analiza ravnotežne poti osno obremenjenega cilindra nam kaže na izredno 
občutljivost lupine na začetne geometrijske nepopolnosti. To potrjujejo tudi eksperimenti, saj 
po dosegu kritične uklonske sile krivulja sekundarne ravnotežne poti strmo pada. Na sliki 88 
je podana krivulja sekundarne ravnotežne poti, kot razmerje med osno silo    in kritično 
uklonsko silo      , v odvisnosti od razmerja pomika v osni smeri   in pomika v osni smeri pri 
kritični uklonski sili    . 
 
Slika 88: Ravnotežna pot idealnega in geometrijsko nepopolnega cilindra [98] 
Figure 88: Equlibrium path of perfect and imperfect cylinder [98] 
Razmerje eksperimatalno dobljene uklonske napetosti           in kritične uklonske napetosti 
dobljene analitično           v odvisnosti od razmerja premera cilindra   in debeline  , 
prikazuje slika 89. 
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Slika 89: Rezultati eksperimentov osno obremenjenih cilindrov [98] 
Figure 89: Results of experiments for axial compresed cylinders [98] 
Iz oblike ravnotežnih poti lahko opazimo, da ima sekundarna ravnotežna pot minimalno 
vrednost, po kateri se začne krivulja dvigovati. Kako nizko leži minimum krivulje, sta prva 
določila Karman in Tsien leta 1941. Za določitev sekundarne ravnotežne poti sta, namesto 
ravnotežne metode izbrala energijsko, kjer se izraz za potencialno energijo konstrukcije 
minimizira. Karman in Tsien sta izpeljala izraz s pomočjo Fourierjeve vrste, ob upoštevanju 
prvih dveh členov. Kasneje so različni avtorji izpeljevali izraz za sekundarno ravnotežno pot 
ob upoštevanju več členov Fourierjeve vrste. Več členov ko je bilo upoštevanih, nižji je bil 
minimum sekundarne ravnotežne poti. Končno so Hoff, Madsen in Mayers dognali, da ko gre 
število členov vrste proti neskončno, se minimum krivulje približuje k nič (vendar se mora k 
nič približevati tudi razmerje 
 
 
), pri čemer se cilinder ukloni v obliki vzorca Yoshimura (slika 
90) [98]. Na sliki 91 so prikazane krivulje razmerja osne napetosti v cilindru    in kritične 
uklonske napetosti po linearni teoriji          , v odvisnosti od razmerja osnega pomika   in 
osnega pomika pri kritični uklonski napetosti         glede na različno število členov Fourirjeve 
vrste. 
 
Slika 90: Vzorec Yoshimura [101] 
Figure 90: Yoshimura pattern [101] 
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Slika 91: Postkritično obnašanje idealnega cilindra z različnim številom upoštevanih členov 
Fourirjeve vrste [98]  
Figure 91: Postcritical behaviour of ideal cylinder for different number of terms of Fourier series 
taken into account [98] 
Vzorec Yoshimura sestavljajo trikotniki, ki se med seboj stikujejo po ostrih robovih (slika 90). 
Realne lupinaste konstrukcije s končno debelino takih deformacij ne morejo razviti, zato se 
trikotniki stikujejo z majhnimi radiji (slika 87). Tanjše ko so lupine, manjša je upogibna togost 
lupine in bolj se uklonska oblika približuje vzorcu Yoshimura, s tem pa se tudi minimum 
sekundarne ravnotežne poti približuje nič [98]. 
Prva, ki sta upoštevala začetne geometrijske nepopolnosti v enačbah deformacijskih krivulj, 
sta bila Donnell in Wan. Donnell in Wan sta v svojih izračunih upoštevala nepopolnosti, ki so 
po obliki sovpadale z uklonsko obliko, pri čemer sta za končni izraz uporabila pet členov 
Fourierjeve vrste. Kasneje so izraze izpeljevali tudi za druge oblike nepopolnosti, z različnim 
številom členov vrste. Skupna lastnost dobljenih izrazov je, da vnaprej predvidevajo obliko 
nepopolnosti. Za analizo nepopolnosti poljubne oblike moramo uporabiti Koiterjevo teorijo. 
Koiterjeva teorija je omejena na majhne pomike v primerjavi z debelino lupine, saj upošteva 
le prvih nekaj členov za pomik  . Teorija temelji na omenjeni metodi minimiziranja 
potencialne energije konstrukcije. Po Koiterjevi teoriji je postalo jasno, da najneugodnejša 
oblika nepopolnosti ni tista, ki sovpada z uklonsko. Konstrukcija se na začetku deformira v 
skladu z nepopolnostmi. Preden doseže kritično uklonsko silo predpostavljene uklonske 
oblike, doseže limitno točko povezano z drugo uklonsko obliko. Kioter je tako dobil krivuljo, ki 
prikazuje razmerje med kritično uklonsko napetostjo nepopolne konstrukcije         , ki je 
maksimum ravnotežne poti geometrijsko nepopolne konstrukcije (slika 86) in kritično 
uklonsko napetost po linearni teoriji          , v odvisnosti od razmerja začetne geometrijske 
nepopolnosti    in debeline   (slika 92). 
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Slika 92: Krivulja vpliva nepopolnosti na kritično uklonsko silo po Koiterjevi splošni teoriji za osno 
obremenjene cilindre [98] 
Figure 92: Imperfection influence curve to critical buckling load according to Koiter general theory 
for axial compresed cylinders [98] 
Z večanjem radija cilindra   se povečuje tudi amplituda začetne geometrijskie nepopolnosti 
  , kar potrjujejo eksperimenti. Za določitev števila valov, ki se pojavijo med uklonom v 
radialni smeri, je izpeljanih nekaj empiričnih izrazov, ki nakazujejo, da se pri daljših cilindrih 
razvije manj valov kot pri krajših. Pomembno je tudi dejstvo, da se število valov med 
uklanjanjem spreminja. Bolj ko je cilinder uklonjen, manjše je število valov, kar je vidno na 
posnetkih visokohitrostnih kamer, s katerimi so spremljali eksperimente, narejene na skoraj 
popolnih cilindrih. Med uklanjanjem skoraj popolnih cilindrov se je najprej tvorilo število valov 
blizu izračunani vrednosti. Medtem, ko se je pomik povečeval, se je povečevala tudi valovna 
dolžina valov, ustrezna sila pa se je zmanjševala.  
4.5.2 Sferične lupine 
Med lupinami s pozitivno Gaussovo ukrivljenostjo najlažje obravnavamo sferične lupine, saj 
imajo konstantno ukrivljenost. Podobno kot cilinder, se tudi sfera ukloni lokalno, v majhnih 
valovih. Radij teh valov je majhen v primerjavi z radijem sfere, zato predpostavimo plitko 
lupino [98]. 
 
Slika 93: Uklon sferične lupine pri zunanjem pritisku [100] 
Figure 93: Buckling of spherical shell under external presure [100] 
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Na podoben način kot za cilinder, je leta 1915 Zoelly, ob predpostavljeni osno simetrični 
uklonski obliki in brez poenostavitve za plitko lupino, izpeljal izraz za kritično uklonsko 
napetost sferične lupine v tlaku zaradi delovanja obtežbe   pravokotno na površino. Kasneje 
je van der Neut predpostavil nesimetrično uklonsko obliko in prišel do enakega rezultata. Za 
plitko sferično lupino velja, da lahko kritičen uklonski pritisk, ki deluje pravokotno na površino, 
izračunamo kot [98]: 
   
    
 
√       
 
  
  
 
kjer je    
    kritična uklonska sila po linearni teoriji,   modul elastičnosti,   debelina in   
polmer sfere. 
Eksperimenti so pokazali, da so kritične uklonske sile, izračunane po linearni teoriji, veliko 
večje, kot dejanske. Zaradi tako velikega odstopanja je bila potrebna nelinearna analiza in 
določitev sekundarne ravnotežne poti. Za geometrijsko popolno sferično lupino sta analizo 
sekundarne poti izvedla Karman in Tsien. Ugotovila sta, da je sekundarna ravnotežna pot 
sferične lupine zelo podobna sekundarni ravnotežni poti osno obremenjenega cilindra. Po 
dosegu kritične uklonske sile začne sila padati in nekje doseže minimum (slika 88). Za 
določitev minimuma sekundarne poti sta izpeljala izraz [98]: 
   
         
   
  
 
Kasnejši avtorji so za    
    dobivali različne rešitve, ki so bile podobno kot pri cilindru, 
odvisne od števila členov Fourirjeve vrste. Različni rezultati nakazujejo veliko občutljivost 
sferične lupine na začetne geometrijske nepopolnosti, podobno kot na sliki 91. Vsi ti rezultati 
temeljijo na vnaprej predvideni uklonski obliki. Nadaljnje raziskave so bile osnovane na že 
omenjeni Koiterjevi teoriji, ki daje rezultate neodvisno od uklonske oblike, vendar omejene na 
majhne pomike. Iz uklonskih oblik, ki so po linearni teoriji ortogonalne ena na drugo, je Koiter 
izbral tiste, ki so po nelinearni teoriji v interakciji in dobil minimalno kritično uklonsko silo. Na 
podoben način je za popolno sfero izpeljal izraz za sekundarno ravnotežno pot Hutchinson, 
le da je za izhodišče vzel enačbe za plitke lupine in hkrati upošteval nesimetrične uklonske 
oblike. Ker je Koiterjeva teorija omejena na majhne pomike in zaradi eksperimentov, ki so 
pokazali, da se sferične lupine (vsaj v začetni fazi) vedno uklonijo simetrično, je Bushnell v 
svojih raziskavah izhajal iz simetrične uklonske oblike in upošteval velike pomike. Izraz za 
kritično uklonsko silo z začetnimi nepopolnostmi je izpeljal brez poenostavitev. Pri začetnih 
geometrijskih nepopolnostih je upošteval    (premer območja z začetno geometrijsko 
nepopolnost),    (amplituda začetne nepopolnosti) in   (višino idealne sfere nad območjem 
nepopolnosti), kot prikazuje slika 94 [98]. 
 
Slika 94: Predpostavljene oblike nepopolnosti sferične lupine po Bushnellu [98] 
Figure 94: Assumed initial imperfections of sphere according to Bushell [98] 
Za različne vrednosti premera   , ki ga karakterizira parameter  , je Bushnell dobil različne 
krivulje    
     
   ⁄  v odvisnosti od    ⁄ . Kombinacija teh krivulj nam da ovojnico, priročno za 
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dimenzioniranje (slika 95), kjer je    
  
 maksimum ravnotežne poti začetno geometrijsko 
nepopolne konstrukcije in    
    kritična uklonska sila po linearni teoriji, parameter   pa 
dobimo: 
   √       
 √
 
 
 
 
Slika 95: Vpliv začnetne nepopolnosti sferične lupine po Bushnellu [98] 
Figure 95: Influence of initial imperfection of spherical shell according to Bushnell [98] 
4.5.3 Kupole 
Pri sferičnih kupolah je treba poznati robne pogoje: kupole, ki so podprte tako, da so 
dovoljeni pomiki v smeri normale na ploskev, preprečeni pa so zasuki, se obnašajo skoraj 
identično kot sferične lupine in zato lahko pri takih kupolah uporabimo na sliki 95 prikazano 
ovojnico Bushnellovih krivulj [98]. 
 
Slika 96: Trije tipi podpor, drsna v smeri normale na ploskev (levo), vpeta (sredina) in vrtljivo 
podprta (desno) 
Figure 96: Three types of support, sliding perpendicular to the surface (left), clamed (middle) and 
hinged (right) 
V primeru, da je kupola togo vpeta ali členkasto nedrsno podprta, se na mestu podpor 
pojavijo upogibne deformacije, zato je obnašanje takih kupol podobno obnašanju sferičnih 
lupin z začetnimi nepopolnostmi. Upogibne deformacije lahko sovpadajo z uklonskimi 
deformacijami in jih s tem povečujejo, lahko pa so nasprotne od uklonskih deformacij in jih 
zmanjšujejo. Oblika uklonskih in upogibnih deformacij je odvisna od parametra  , ki je enak 
kot za sferične lupine. 
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Za določitev linearne kritične uklonske sile vrtljivo podprtih ali vpetih sferičnih kupol 
uporabimo krivuljo    
     
   ⁄  v odvisnosti od  , kjer je    
    kritična uklonska sila idealne sfere 
po linearni teoriji,    
  
 pa predstavlja maksimalno vrednost krivulje ravnotežne poti sfere z 
začetnimi geometrijskimi nepopolnostmi, ki opiše obnašanje idealne vpete ali vrtljivo podprte 
kupole.    
  
 dejansko predstavlja kritično uklonsko silo idealne sferične kupole, za omenjene 
robne pogoje. Pri vpetih robnih pogojih ta krivulja oscilira okoli vrednosti 1. Kadar upogibne 
deformacije sovpadajo z uklonskimi, se kritična uklonska sila zmanjša in kadar upogibne 
deformacije zmanjšujejo uklonske, se kritična uklonska sila poveča. Pri vrtljivo podprtih 
kupolah krivulja leži nekoliko nižje, vendar ima podobne lastnosti (slika 97).    
  
 predstavlja 
minimum sekundarne kritične poti idealne kupole [98]. 
 
Slika 97: Krivulja kritične uklonske sile ideale sferične kupole za osno simetrične uklonske oblike 
[98] 
Figure 97: Snaping load of perfect spherical cap assuming axisymmetric buckling shape [98] 
Krivulje na sliki 97 so za idealne lupinaste konstrukcije, eksperimentalno dobljene vrednosti 
pa so nižje. Najprej Budiansky, nato Thurston in Penning, so raziskovali obnašanje sferičnih 
kupol ob predpostavljenih osno simetričnih deformacijah in začetnih geometrijskih 
nepopolnostih. Na posnetkih visoko hitrostnih kamer je opaziti, da je uklonska oblika kupol 
vsaj v nekem trenutku nesimetrična. Zato sta Huang in Weinitschke ločeno izpeljala izraz za 
kritično uklonsko silo za idealno lupino, pri bifurkacijski točki iz osno simetrične uklonske 
oblike v nesimetrično. Bifurkacijsko točko sta določila po linearni teoriji in dobila enak izraz za 
krivulje       
   ⁄  v odvisnosti od  . Vsaka krivulja ustreza določenemu številu valov uklonske 
oblike v radialni smeri. Iz omenjenih krivulj lahko dobimo ovojnico. Tako dobljena ovojnica, 
za razliko od krivulje kritične uklonske sile za osno simetrično uklonsko obliko (slika 97), ne 
oscilira, ampak je skoraj konstantna (slika 98, 99) [98]. 
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Slika 98: Ovojnica kritične uklonske sile pri bifurkaciji iz simetrične v nesimetrično uklonsko obliko,  
za vpeto idealno kupolo [98] 
Figure 98: Critical buckling load for bifurcation from axisymmetric into asymmetric buckling mode, 
for ideal clamed dome [98] 
 
Slika 99: Ovojnica kritične uklonske sile pri bifurkaciji iz simetrične v nesimetrično uklonsko obliko, 
za členkasto podprto idealno kupolo [98] 
Figure 99: Critical buckling load for bifurcation from axisymmetric into asymmetric buckling mode, 
for ideal hinged dome [98] 
Dobljene krivulje so potrjevali eksperimenti na skoraj idealnih lupinah, pri lupinah z večjo 
začetno nepopolnostjo pa so bili rezultati meritev precej razpršeni. Rešitev tega problema sta 
našla Kao in Perrone, ki sta izpeljala izraz za krivuljo, ki je vključevala nesimetrične 
geometrijske nepopolnosti in jo je Kao kasneje nadgradil z natančnejšo metodo. Za to sta 
uporabila nelinearno teorijo plitkih lupin. Krivuljo    
     
   ⁄  v odvisnosti od    ⁄  sta izračunala 
za dve vrednosti  , 6 in 8 (slika 100).    
  
 v tem primeru predstavlja kritično uklonsko silo 
geometrijsko nepopolne kupole. Kao in Perrone sta raziskovala tudi vpliv oblike geometrijske 
nepopolnosti v tlorisu in ugotovila, da je njen vpliv zanemarljiv [98]. 
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Slika 100: Vpliv nesimetrične začetne geometrijske nepopolnosti na kritično uklonsko silo togo vpete 
sferične kupole [98] 
Figure 100: Influence of asymmetric initial inperfection on the snapping load of clamed spherical 
dome [98] 
4.5.4 Hiperbolični paraboloidi 
Hiperbolični paraboloidi, ki so podprti po robovih vzdolž ravnih črt, so pod vplivom 
porazdeljene obtežbe v vertikalni smeri v eni glavni smeri podvrženi tlaku, v drugi pa nategu. 
Uklon tako obremenjenih konstrukcij se zgodi v smeri tlačnih osnih sil. Tlačni pas take 
konstrukcije bi lahko obravnavali kot lok na elastični podlagi. Učinek elastične podlage 
nastane zaradi natezno obremenjenih pasov v nasprotni smeri [99]. 
 
Slika 101: Hiperbolični paraboloid podprt po robovih vzdolž ravnih črt 
Figure 101: Hyperbolic paraboloid supported along edges on straigth lines 
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Kritično uklonsko silo, pri kateri se hiperbolični paraboloid po linearni teoriji ukloni, je izpeljal 
Ralston. Ralston je v svojih izračunih predpostavil lupino, na katero deluje po tlorisni površini 
enakomerno porazdeljena obtežba   v vertikalni smeri, vrtljivo podprto lupino vzdolž vseh 
robov in      . V izrazu za uklonske deformacije   je upošteval sedemnajst členov in 
prišel do izraza: 
   
     
  
  
 
    
√       
 
kjer sta    in in   prikazana na sliki 101. Faktor   je podal kot krivuljo, v odvisnosti od   ⁄  
(slika 102). Pri   ⁄     ima krivulja vrednost približno 1. La Tegola je prišel do enakih 
rezultatov [98]. 
 
Slika 102: Krivulja koeficienta   v odvisnosti od   ⁄  [98] 
Figure 102: Coeficient   ploted against    ⁄  [98] 
Koeficient   je torej odvisen od  . Ko gre   proti nič, se hiperbolični paraboloid približuje 
obliki plošče, zato je kritična uklonska sila enaka, kot pri plošči. Pri večjih vrednostih igra 
ukrivljenost čedalje večjo vlogo in pri   ⁄     je    . Za    , lahko zapišemo enačbo za 
kritično uklonsko napetost v glavni tlačni smeri s pripadajočim radijem glavne ukrivljenosti   
kot: 
      
  
√        
 
Leone in Wang sta v svojih izračunih upoštevala, da osne strižne sile, ki se pojavijo v takih 
lupinah, niso popolnoma enakomerne in da se na robovih pojavijo tudi druge notranje 
statične količine. Njuni rezultati dajejo nekoliko večje vrednosti za kritično uklonsko silo (z 
uporabo Ralstonovih rezultatov ostanemo na varni strani). 
Eksperimenti so pokazali, da se take lupine uklonijo v majhnih valovih v smeri glavnih tlačnih 
napetosti, ki se raztezajo do robov lupine (slika 103). Kritična uklonska sila takih realnih lupin 
dosega približno 70 % kritične uklonske sile dobljene po linearni teoriji. Vse lupine, na katerih 
so bili opravljeni eksperimenti, so pokazale, da sila po uklonu lupin še vedno narašča, ker se 
tlačne osne sile v lupini porazdelijo [98]. 
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Slika 103: Uklonska oblika hiperboličnega paraboloida [98] 
Figure 103: Buckling shape of hyperbolic paraboloid [98] 
Na podlagi eksperimentov lahko zaključimo, da začetna geometrijska nepopolnosi sicer 
zmanjšuje kritično uklonsko silo, vendar splošno hiperbolični paraboloidi niso zelo občutljivi 
na začetne geometrijske nepopolnosti [99]. 
4.6 Obnašanje betona 
Beton so za gradnjo konstrukcij prvi uporabili Rimljani, ki so namesto cementa uporabili 
vulkanski pepel. Do odkritja modernega betona je preteklo kar nekaj časa, ko je leta 1824 
angleški inženir Joseph Aspdin mešanico apnenca in gline žgal v peči in tako dobil cement, 
ki ga je imenoval Portland cement. Ker beton dobro prenaša obremenitve v tlaku, v nategu 
pa ne, je bila njegova uporaba omejena na zidake in oboke. V 1850 letih je francoski graditelj 
Francois Coignet v Parizu za gradnjo nekaterih streh uporabil z železnimi nosilci ojačan 
beton. Pravi armirani beton je izumil francoski vrtnar Joseph Monier leta 1867, ko je izdelal z 
železno mrežo ojačane cvetlične lonce. Končno je Emil Morsch, med leti 1900 in 1910, na 
znanstveni način izpeljal linearno teorijo za armiran beton, katero so potrdili tudi številni 
eksperimenti [5]. Lastnosti betona so, poleg velike tlačne in majhne natezne trdnosti, tudi 
časovno odvisne deformacije, ki nastanejo zaradi lezenja in krčenja. 
4.6.1 Beton v tlaku 
Beton vgradimo v kalup, ko je še v tekočem stanju, nato pa med procesom hidratacije 
pridobiva na trdnosti. Sprva je prirast trdnosti velik, nato pa čedalje manjši. Hitrost prirasta 
trdnosti betona je odvisna od cementa in dodatkov. Betonske mešanice s hitrovezočim 
cementom hitreje pridobivajo na trdnosti, vendar je zato končna trdnost manjša. Trdnost 
betona je poleg cementa odvisna tudi od agregata, vodocementnega razmerja in dodatkov. 
Betone klasificiramo v trdnostne razrede na podlagi tlačne trdnosti betona starega 28 dni. Za 
dimenzioniranje konstrukcij je pomemben tudi enoosen odnos med napetostmi in 
deformacijami betona, ki je od začetka linearen, nato se deformacije močno povečujejo ob 
majhnem prirastu napetosti, dokler končno napetost ne začne padati, ob povečevanju 
deformacij.  
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Slika 104: Odnos med napetosmi in deformacijami enoosno tlačno obremenjenega betona [105] 
Figure 104: Strain-stress relationship of uniaxial compresed concrete [105] 
4.6.2 Krčenje 
Krčenje je sprememba volumna betona, ki ni podvržen delovanju zunanje obtežbe in je 
posledica kemičnih in termičnih procesov. V osnovi razlikujemo štiri vrste krčenja: plastično 
krčenje, avtogeno krčenje, krčenje zaradi karbonatizacije in krčenje zaradi sušenja [102].  
Plastično krčenje se pojavi v svežem betonu zaradi izhlapevanja vode in je pogost vzrok za 
nastanek razpok v betonskih elementih. Največji vpliv plastičnega krčenja je v prvih 24 urah 
po betoniranju in se mu lahko izognemo s primerno betonsko mešanico in ustrezno nego 
[102]. Plastičnemu krčenju so najbolj podvrženi elementi z veliko površino, kot so plošče, 
stene in lupine, ki so izpostavljeni suhim in vetrovnim razmeram. 
Avtogeno krčenje nastane zaradi spremembe volumna med hidratacijo cementa. Avtogeno 
krčenje je majhno v primerjavi s plastičnim krčenjem, vendar pri nizkih vodocementnih 
razmerjih njegov vpliv ni zanemarljiv [103]. 
Krčenje zaradi karbonatizacije nastane zaradi reakcije med oglikovim dioksidom in otrdelo 
cementno pasto, zaradi česar pride do spremembe volumna. Proces je počasen in je 
zanemarljiv v primerjavi s krčenjem zaradi sušenja [102]. 
Krčenje zaradi sušenja nastane zaradi prehajanja vlage med območji z različnimi relativnimi 
vlažnostmi v otrdelem betonu. Pri običajnih betonih krčenje zaradi sušenja največ prispeva k 
spremembam v volumnu (brez upoštevanja zunanjih vplivov) [102]. Če suh beton navlažimo, 
ta ponovno nabrekne, vendar ne v prvotno stanje. 
4.6.3 Lezenje 
Odnos med napetostmi in deformacijami je pri betonu časovno odvisen, kar pomeni, da pod 
hipno naneseno obtežbo končne deformacije niso dosežene v trenutku, temveč se razvijajo 
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počasi. Tako obnašanje se imenuje lezenje [5]. Eden od vzrokov za lezenje betona je 
zapoznela elastična deformacija agregata, saj se napetosti iz cementnega kamna 
postopoma prenašajo na agregat, vendar je glavni vzrok adsorpcija vode v kapilarah. Pri 
lezenju je del deformacij povraten, del pa ne. Na lezenje betona vpliva agregatna sestava, 
cement, vodocementno razmerje, relativna vlaga, temperatura okolice in raven obremenitve. 
Dolgotrajnejša ko je obremenitev, večje so končne deformacije zaradi lezenja. Pri izredno 
kratkih obremenitvah, kot so vibracije, lezenja praktično ni. Pri lezenju se za dolgotrajen vpliv 
šteje obtežba, ki na konstrukcijo deluje vsaj eno leto, saj se v tem času razvijejo skoraj 
celotne deformacije zaradi lezenja [98]. Pomemben je tudi čas, pri katerem nanesemo 
obtežbo na beton, saj so deformacije zaradi lezenja večje pri mladem betonu, kjer se 
hidratacija še ni končala [104]. Hitrost lezenje je najhitrejša v začetku, potem pa je vse 
počasnejša. Lezenje lahko v določenih primerih ugodno vpliva na konstrukcije, kot primer 
lahko navedemo zmanjševanje napetosti v betonu zaradi diferencialnih posedkov [105]. 
Lezenje ima lahko velik vpliv na uklonsko stabilnost betonskih lupin. 
 
Slika 105: Tipična krivulje lezenja pri osno obremenjenih vzorcih [105] 
Figure 105: Typical creep curve for axial compresive stress [105] 
Lezenje je proporcionalno z napetostmi v betonu, dokler napetosti ne presežejo tretjine 
tlačne trdnosti betona. Pri višjih napetostih, zaradi nastajanja mikrorazpok, postane odnos 
med napetostmi in lezenjem nelinearen [106]. 
4.6.4 Pokanje betona zaradi hidratacijske toplote 
Med reakcijo cementa in vode se sprošča toplota, ki povzroči dvig temperature v betonu. Ko 
se proces konča, se začne beton ohlajati in krčiti. Ker so pri betonskih konstrukcijah običajno 
preprečeni pomiki, lahko beton razpoka. Pomiki so lahko preprečeni zaradi zunanjih ali 
notranjih podpor. Kot notranje podpore lahko obravnavamo temperaturne razlike med 
posameznimi plastmi betona, saj se zunanje plasti ohlajajo hitreje kot notranje. Kadar so 
temperaturne razlike med plastmi velike, lahko v zunanjih plasteh natezna napetost preseže 
natezno trdnost betona in betonski element razpoka. Med nadaljnjim ohlajanjem se, kadar ni 
drugih podpor, nastale razpoke zaprejo, sicer pa se širijo v jedro betonskega elementa. 
Pokanju betona zaradi hidratacijske toplote so bolj izpostavljeni masivni elementi [106]. 
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5 RAČUNANJE ARMIRANOBETONSKIH LUPIN 
Da bi lahko gradili konstrukcije nenavadnih oblik, je nujno potrebno, da predvidimo njihovo 
obnašanje in računsko ovrednotimo njihovo nosilnost. Nosilnost je mejna odpornost 
konstrukcije pri porušitvi, ki lahko nastopi zaradi porušitve materiala ali zaradi izgube 
stabilnosti. Porušitev materiala nastopi, ko napetosti (ali notranje sile) presežejo določene 
vrednosti, kar se zgodi v kritičnih območjih. Da bi lahko določili ta območja, moramo 
obnašanje konstrukcije analizirati. Ko so bili računalniki veliki kot hiše (z računsko močjo 
manjšo kot današnji žepni računalniki), sta bili statična ali stabilnostna analiza omejeni na 
preproste geometrije, za katere so bili izpeljani analitični izrazi za notranje statične količine in 
uklonske napetosti. Z razvojem računalnikov (danes so prisotni pri vsakem projektiranju 
konstrukcij) lahko analiziramo konstrukcije poljubnih oblik. Ko projektiramo konstrukcije, 
naredimo statično analizo (kjer računamo notranje statične količine) in stabilnostno analizo 
(kjer računamo odpornost konstrukcije proti uklonu). Za račun odziva pri dinamičnih 
obtežbah (potres, vibracije) imamo posebne postopke. 
5.1 Statična analiza 
V splošnem velja, da se v gradbenih konstrukcijah pojavljajo majhni pomiki. Ob tej 
predpostavki lahko uporabimo geometrijsko linearno teorijo, kjer ravnotežje računamo na 
nedeformirani legi. Če želimo stanje konstrukcije v geometrijskem smislu bolj realno 
ovrednotiti, moramo ravnotežje računati na deformirani legi z upoštevanjem velikih pomikov, 
za kar uporabimo geometrijsko nelinearno analizo. Najpopolnejši opis obnašanja konstrukcije 
nam da analiza, kjer poleg geometrijske nelinearnosti upoštevamo še nelinearno obnašanje 
materiala. Takšna statična analiza je geometrijsko in materialno nelinearna analiza. 
5.1.1 Linearna statična analiza 
Pri linearni statični analizi upoštevamo majhne pomike in Hookov model za material. Ker 
imajo lupinaste konstrukcije majhno upogibno togost v primerjavi z osno togostjo in ker so 
ukrivljene, so momenti omejeni na majhna področja. Zato lahko pri statični analizi brez 
računalnika naredimo poenostavitev in predpostavimo membransko obnašanje lupine. Za 
membransko obnašanje velja: 
              
          
      
      
      
Če predpostavimo membransko stanje v lupini, ta postane statično določena konstrukcija. Pri 
osnosimetrični rotacijski lupini npr. velja, da če lupino »prerežemo« z ravnino pravokotno na 
os simetrije, je vsota osnih sil v osni smeri enaka rezultanti obtežbe v nasprotni smeri (slika 
106). S pomočjo tega ravnotežnega pogoja dobimo enačbo za meridiansko osno silo: 
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kjer je    meridianska sila,    je rezultanta obtežbe v osni smeri (nad kotom  ), ki ima smer 
   (slika 106),    je manjši glavni radij ukrivljenosti, kot   pa je razviden iz slike 106. Enačba 
za obročno osno silo je: 
      (   
  
  
) 
kjer je    večji glavni radij ukrivljenosti,    pa je pritisk na lupino (pozitiven če gleda proti 
rotacijski osi). 
 
Slika 106: Membransko stanje v osnosimetrični rotacijski lupini 
Figure 106: Membrane behaviour in axisymmetric surface of revolution 
Pri hiperboličnem paraboloidu, ki je nepomično podprt po robovih (ki so ravne črte), na 
katerega deluje enakomerna porazdeljena obtežba  , po membranski teoriji dobimo samo 
strižne osne sile, ki so konstantne po celotni lupini: 
     
 
 
   
kjer je   parameter eksplicitnega matematičnega zapisa hiperboličnega paraboloida: 
  
  
 
 
Parameter   se lahko določi iz geometrijskih podatkov o lupini (slika 101): 
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kjer    in    predstavljata širino in dolžino tlorisne površine hiperboličnega paraboloida,   pa 
dvig lupine nad ravnino    (slika 101) [99]. 
Takšni analitični izrazi veljajo samo za lupine opisanih oblik v membranskem stanju z robnimi 
pogoji, ki jih je v realnosti težko zagotoviti. Za konstrukcije poljubnih oblik za linearno statično 
analizo uporabljamo metodo končnih elementov. Uporabimo končne elemente za lupine, ki 
znajo opisati tako membransko, kot upogibno obnašanje lupin. Pri metodi končnih elementov 
konstrukcijo diskretiziramo na mrežo končnih elementov in izračunamo togostne matrike 
vseh končnih elementov v mreži. Iz dobljenih togostnih matrik končnih elementov sestavimo 
togostno matriko celotne konstrukcije in nato rešimo enačbo: 
[ ]{ }  { } 
kjer je [ ] togostna matrika konstrukcije, { } vektor pomikov in { } vektor obtežbe. Rešitev 
enačbe so neznane komponente vektorja pomikov { }. Da bi jih lahko izračunali, moramo 
zgornjo enačbo preoblikovati. Vektor pomikov razstavimo na neznane in znane (predpisane) 
pomike. Tako naredimo tudi za vektor obtežbe. Zgornja enačba sedaj dobi obliko: 
[
[   ] [   ]
[   ] [   ]
] {
{  }
{  }
}  {
{  }
{  }
} 
kjer indeks   pomeni »znan«, indeks   pa »neznan«. Iz dobljene zgornje enačbe lahko 
izpeljemo enačbo za neznane pomike: 
{  }  [   ]
  {  }  [   ]
  [   ]{  } 
Ko poznamo vektor pomikov za posamezno vozlišče mreže končnih elementov, izračunamo 
notranje statične količine v posameznem elementu. Te notranje statične količine lahko 
povprečimo (zgladimo) med posameznimi elementi, tako da dobimo zvezne rezultate po 
celotni konstrukciji. Notranjih statičnih količin pri lupinah je 8 (tri osne (membranske) sile, trije 
upogibni momenti in dve prečni sili), iz katerih lahko dobimo glavni osni sili in glavna 
momenta: 
     
       
 
 √(
       
 
)
 
      
     
       
 
 √(
       
 
)
 
      
Ko poznamo glavne osne sile lahko izračunamo npr. von Missesovo osno silo: 
    √             
5.1.2 Geometrijsko nelinearna analiza 
Pri geometrijsko nelinearni analizi upoštevamo velike pomike in rotacije, saj se togost 
konstrukcije pri velikih pomikih in rotacijah spremeni. Med geometrijsko nelinearnost lahko 
štejemo tudi nelinearnost robnih pogojev [11]. Pri nelinearni metodi končnih elementov so 
členi togostne matrike konstrukcije odvisni od notranjih sil, ti pa od trenutnih pomikov. 
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Vektorja trenutnih pomikov se zato ne da izraziti eksplicitno in je treba obtežbo in predpisane 
neničelne pomike nanašati postopoma, inkrementno. Za izračun ravnotežne poti pri 
nelinearni analizi lahko uporabimo različne numerične postopke: inkrementno metodo, 
Newton-Rapsonovo metodo ali metodo krožnega loka.  
Pri inkrementni metodi se pomikamo v smeri ravnotežne poti po korakih. Za korak   
izračunamo tangentno togostno matriko: 
[ ]    
 { }
 { }
|
{    }
 
kjer je  
{ { }}  { } 
sistem nelinearnih enačb za neznan vektor trenutnih pomikov { }. S tako dobljeno tangentno 
togostno matriko v vsakem koraku rešujemo enačbi: 
{   }  [ ]   
  {   } 
{  }  {    }  {   } 
kjer je {   }  {  }  {    } inkrement obtežbe in {   } inkrement pomikov. 
 
Slika 107: Inkrementna metoda določevanja ravnotežne poti za eno enačbo 
Figure 107: Increment method to determin equilibrium path for a single equation 
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Pri inkrementni metodi se napake seštevajo in ravnotežju ni zadoščeno (slika 107). 
Natančnejše rezultate dobimo z Newton-Rapsonovo metodo, kjer { } razvijemo v Taylorjevo 
vrsto okoli {  
 }, pri izbranem {     }  {    }  {  }: 
{ }|    
  
 { }
 { }
|
{    
 }
{     
 }    { } 
Člene višjega reda zanemarimo in zapišemo: 
{ }|
{    
 }
 {    
 } 
 { }
 { }
|
{    
 }
 [    
 ] 
Potem velja: 
[    
 ]{     
 }   {    
 } 
Od koder dobimo: 
{     
 }   [    
 ]
  
{    
 } 
{    
 }  {    
   }  {     
 } 
Proces ponavljamo za          , dokler ne dobimo želene stopnje konvergence in je 
 ‖{     
 }‖    in ‖ {    
 }‖   . Ko dosežemo konvergenco, obtežbo povečamo za velikost 
obtežbenega inkrementa naslednjega koraka in ponovimo postopek. 
 
Slika 108: Newton-Rapsonova metoda določenavanje ravnotežne poti za eno enačbo 
Figure 108: Newton-Rapson method to determin equilibrium path for a single equation 
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Modificirana Newton-Rapsonova metoda je podobna klasični, le da je poenostavljena tako, 
da znotraj vsakega koraka vedno uporabimo isto tangentno togostno matriko. Klasična 
Newton-Rapsonova metoda je lahko problematična v območju blizu limitne točke, kjer je 
   [ ]   , saj do konvergence ne pride. V tem primeru modificirana metoda lažje 
konvergira, lahko pa uporabimo metodo dolžine loka. Metoda dolžine loka, ki sta jo prvotno 
razvila Riks in Wemper, vedno najde točko na dejanski ravnotežni poti, saj se inkrement 
obtežbe prilagaja v vsaki interakciji, dokler ni dosežena konvergenca in tako omogoča 
sledenje celotne ravnotežne poti. Prirast obtežbe se prilagaja tako, da se v vsakem koraku 
pomaknemo za    po ravnotežni poti. Ta metoda je sestavljena iz ostalih metod in je 
primerna za sledenje ravnotežne poti pri skokih sistemov. Pri metodi dolžine loka je 
pomembna dolžina koraka. Primerna dolžina prvega koraka je   ⁄  celotne obtežbe, ostali 
koraki se nato prilagajajo glede na hitrost konvergence. Ta metoda odpove, če konvergenca 
ni dosežena v predpisanem številu iteracij, ali pri numerični nestabilnosti [11].  
 
Slika 109: Metoda dolžine loka za določevanje ravnotežne poti za eno enačbo 
Figure 109: Arch lenght method to determin equilibrium path for a single equation 
5.1.3 Materialno nelinearna analiza 
Pri linearni in geometrijsko nelinearni analizi je predpostavljen idealno elastičen material, 
vendar je armiran beton vse prej kot to, saj je njegovo obnašanje izrazito nelinearno. V 
računskih modelih za armiran beton lahko uporabimo računske delovne diagrame za beton 
in jeklo. Zaradi velike nezanesljivosti betona v nategu, po navadi natezno cono izključimo. 
Računski delovni diagram betona v tlaku do tlačne trdnosti je kvadratna parabola, od tlačne 
trdnosti naprej pa je konstantna, do mejne deformacije, kjer predvidoma nastopi porušitev 
betona v tlaku (slika 110). Računski delovni diagram jekla je po navadi bilinearen, sestavlja 
ga linearen odnos med napetostjo in deformacijo do meje tečenja, od tu pa je 
predpostavljena skoraj konstantna napetost v odvisnosti od deformacije (slika 111).  
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Slika 110: Računski delovni diagram betona v tlaku 
Figure 110: Parabola-rectangle diagram for concrete under compression 
 
Slika 111: Računski delovni diagram jekla za armiranje, v tlaku in nategu 
Figure 111: Bilinear stress-strain relation for reinforcing steel under tension and compression 
5.2 Linearna uklonska analiza armiranobetonskih lupinastih konstrukcij 
Linearno uklonsko analizo lupinastih konstrukcij, za katere niso znane analitične uklonske 
sile, lahko izvedemo z metodo končnih elementov. Velja, da pride do uklona, ko je 
determinanta togostne matrike konstrukcije [ ] enaka nič. Členi [ ] niso konstantni, temveč 
so odvisni od notranjih sil, te pa so odvisne od trenutnih pomikov. Če obtežbo, ki deluje na 
konstrukcijo, povečujemo s faktorjem   do stopnje, ko     [ ]   , torej pride do uklona 
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konstrukcije. Faktor, s katerim moramo povečati obtežbo, da se to zgodi je    . Ta faktor 
lahko določimo tako, da togostno matriko z nelinearnimi togostnimi členi, razstavimo na: 
[ ]  [  ]   [  ] 
Kjer je [  ] materialni del togostne matrike (neodvisen od trenutnih pomikov). [  ] pa je 
geometrijski del (izvrednoten pri pomikih, ko je    ). Predpostavimo torej, da je [  ] 
popolnoma proporcionalen obtežbi (oziroma faktorju  ). Uklon se zgodi, kadar velja: 
[[  ]   [  ]] { }  { } 
Ta pogoj je enakovreden pogoju: 
   ([  ]   [  ])    
kjer so   uklonski faktorji (lastne vrednosti [  ]   [  ]) in { } pripadajoče uklonske oblike. 
Če izračunamo prvo lastno vrednost, dobimo kritični uklonski faktor     in kritično uklonsko 
obliko { }  .  
Ne glede na to ali uklonsko analizo izvedemo z metodo končnih elementov ali z analitičnimi 
izrazi, je pri določevanju realne kritične uklonske sile armiranobetonskih lupinastih konstrukcij 
treba upoštevati začetne geometrijske nepopolnosti, razpokanost betona, lezenje betona, 
vpliv armature in plastičnost betona pri visokih napetostih [107]. Najpreprostejša metoda, ki 
upošteva vse dejavnike, je metoda redukcijskega faktorja, katero vsebujejo priporočila IASS 
iz leta 1979 [108] in je osnovana na raziskavah Kollarja in Dulacksa [108]. 
5.3 Metoda redukcijskega faktorja 
Pri metodi redukcijskega faktorja, ki jo predlaga Kollar in Dulacska [108], določimo klasično 
linearno kritično uklonsko silo, ki jo nato reduciramo z različnimi faktorji, ki upoštevajo v točki 
5.2 omenjene dejavnike. Realno kritično uklonsko silo dobimo: 
       
                           
kjer je: 
-       ...   redukcijski faktor, ki upošteva geometrijske nepopolnosti 
-        ...  redukcijski faktor, ki upošteva lezenje betona 
-        ...   redukcijski faktor, ki upošteva razpokanost betona 
-     ...    redukcijski faktor, ki upošteva plastičnost betona 
5.3.1 Redukcijski faktor zaradi lezenja betona  
Vpliv lezenja betona lahko upoštevamo tako, da zmanjšamo modul elastičnosti: 
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kjer je     začetni modul elastičnosti, in    končna vrednost faktorja lezenja, ki se ga določi: 
               
kjer je    trdnost betona ob času nanosa obtežbe v MPa. Redukcijski faktor nato določimo 
kot: 
       
  
   
 
5.3.1.1 Redukcijski faktor zaradi geometrijske nepopolnosti 
Za na uklon neobčutljive lupine se uporabi faktor       , za vse ostale lahko faktor      
razberemo iz diagrama, po priporočilu IASS [108] kjer so podane krivulje      v odvisnosti od 
   ⁄ . Za    različni viri priporočajo različne vrednosti, IASS [108] priporoča: 
    
       
kjer sta    in       pojasnjena v nadaljevanju. Predlog Kollarja [108] je: 
   √                   
kjer    predstavlja največji pomik, izračunan pri statični analizi in     geometrijsko 
nepopolnost. IASS za geometrijske nepopolnosti predlaga debelino lupine t.j.      , Kollar 
pa empiričen izraz: 
          
  
        
 
pri čemer se za   vzame vrednost 1 v primeru togega opaža in 6 v primeru drsnega opaža. 
Faktor   je predlagan samo za sferične kupole in cilindre, saj nastopa v izrazu samo en radij 
 : 
       (
 
 
) 
Predlog Medwadowskega [108] je, da se za nepopolnosti uporabi naslednji izraz: 
        [  
  
       
] 
kjer je   enak,   pa se izračuna kot: 
       [
√    
 
] 
kjer sta    in    glavna radija ukrivljenosti. 
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Slika 112: Redukcijski faktor zaradi geometrijske nepopolnosti, po priporočilih IASS [108] 
Figure 112: Imperfection reduction factor according to IASS recommendations [108] 
5.3.1.2 Redukcijski faktor zaradi razpok in vpliva armature 
Zaradi pokanja betona se togost konstrukcije zmanjšuje, dokler armatura zmanjševanja ne 
ustavi [108]. Najprej je treba izračunati razmerje modula elastičnosti armature    in 
reduciranega modula elastičnosti betona zaradi tečenja     in delež armiranja   v eni smeri: 
  
  
   
 
  
  
  
 
kjer je    prerez armature in    prerez lupine. Iz diagrama, ki ga predlaga Kollar za razpokan 
prerez, določimo vrednosti   (slika 113). 
 
Slika 113: Vrednosti za  , kot jih predlaga Kollar [108] 
Figure 113: Values of  , as proposed by Kollar [108] 
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Ko poznamo vrednost  , iz diagrama na sliki 113, razberemo redukcijski faktor zaradi razpok 
      . 
 
Slika 114: Redukcijski faktor zaradi razpok, kot ga priporoča IASS [108] 
Figure 114: Reduction factor due to cracking as recommended by IASS [108] 
5.3.1.3 Redukcijski faktor zaradi plastičnosti betona 
Redukcijski faktor zaradi plastičnosti betona    , kot ga predlaga Kollar [108], je empiričen 
izraz: 
    √
 
  (
  
    
)
  
kjer je      obtežba, pri kateri pride do plastifikacje betona,    pa dobimo z izrazom: 
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6 PRIMER ARMIRANOBETONSKE LUPINASTE KONSTRUKCIJE 
Armiranobetonske lupinaste konstrukcije se veliko gradijo v industrijske namene kot razni 
zadrževalniki tekočin ali strehe industrijskih hal, vendar je uporaba teh lupin primerna tudi za 
reprezentativne objekte, saj so lahko estetske. Številni graditelji lupinastih konstrukcij so v 
preteklosti dokazali, da je take objekte mogoče graditi ekonomično, zlasti hiperbolične 
paraboloide, kjer je opaževanje preprosto zaradi ravnih linij, s katerih je oblika sestavljena. 
V obravnavanem primeru je zamišljena zunanja koncertna dvorana, zato se je zdela oblika 
hiperboličnega paraboloida, podobnega kot ga je Candela uporabil pri kapeli Lomas de 
Cuernavaca, najprimernejša, saj bi se zvok iz odra enakomerno širil med poslušalce. V fazi 
snovanja je določena oblika osrednje ploskve, nato vplivi na konstrukcijo. Izvedena je 
statična in uklonska analiza. Izračunana je potrebna armatura in redukcijski faktor za realno 
oceno kritične uklonske sile. Končni rezultat dimenzioniranja so opažni in armaturni načrti. 
6.1 Lokacija 
Objekt bi se nahajal v Ljubljani ob Ljubljanici k.o. Prule 2677 št. parcele 25/46, znani kot park 
Špica. Glavna os objekta bi bila v smeri sever – jug. Nadmorska višina lokacije je 291 m. 
6.2 Opis konstrukcije 
Izbrana je sedlasta oblika hiperboličnega paraboloida, ki jo opišeta dve med seboj pravokotni 
kvadratni paraboli. Enačba parabole prečno na dolžino konstrukcije je: 
        
     
   
 
In enačba parabole vzdolž lupine: 
     
  
  
 
Končno enačbo lupine dobimo tako, da enačbi obeh parabol seštejemo: 
          
  
  
 
     
   
 
Lupine je na nižjem koncu odsekana z vertikalno ravnino, na drugem pa z ravnino pod 
kotom, tako da je na koncu 20 m dolgega dela lupine 10 m konzole. Dolžina tlorisa je na 
najdaljšem delu 30 m in širina na najširšem delu približno 22 m. Višina osrednje ploskve 
lupine na najvišjem delu je 25 m in 10 m na nasprotnem koncu (slika 117). Za izdelavo 
opaža je primeren parametričen zapis, kjer obliko ploskve dobimo z ravnimi črtami. Za 
parametrični zapis je treba poznati kot  , pod katerim se sekajo ravne črte, saj te v 
obravnavanem primeru niso pravokotne ena na drugo. Kot določimo tako, da na višini 
     zapišemo enačbo izohipse kot funkcijo        in jo odvajamo, da dobimo naklon. 
Iz naklona lahko izračunamo kot   med izohipsami. V obravnavanem primeru je          
in parametričen zapis koordinat: 
            (
 
 
  )       (
 
 
  ) 
            (
 
 
  )       (
 
 
  ) 
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Konstanti,   in   določimo iz pogojev višine in širine ploskve. V tem primeru je: 
  
   
    
 
     
  
Slika 115: Oblika osrednje ploskve lupine v eksplicitni (levo) in parametrični obliki (desno) 
Figure 115: Middle surface shape of shell explicit (left) and parametric (right) 
 
Slika 116: Prikaz lupine na lokaciji 
Figure 116: Site of the shell 
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Debelina lupine je 11 cm, ki se na višini 1,3 m nad vpetjem v temelje začne linearno 
povečevati in tik ob vpetju doseže 22 cm. Odebelitev je potrebna za povečanje kritičnega 
uklonskega faktorja, in zaradi koncentracij napetosti, ki se pojavijo ob vpetju zaradi upogibnih 
momentov, ki bi lahko pri neodebeljeni lupini povzročile napetosti, ki bi lahko presegle tlačno 
trdnost betona. S povečanjem debeline povečamo tudi statično višino, zaradi česar je 
potreba po armaturi na tem mestu manjša. 
 
Slika 117: Dimenzije lupine 
Figure 117: Dimensions of the shell 
6.3 Material 
Lupinasta konstrukcija je iz armiranega betona. Vgrajeni beton mora biti trdnostnega razreda 
C30/37, za katerega Evrokod predpisuje karakteristično tlačno trdnost           in modul 
elastičnosti               
 . Jeklo za armaturo je trdnostnega razreda S500. Napetost 
na meji tečenja je            
  in modul elastičnosti               
 . 
6.4 Temeljenje 
Objekt bi bil temeljen plitko, 1 m pod površjem, na pasovnih temeljih. Temelji na obeh 
straneh lupine bi bili med seboj povezani s prednapetimi betonskimi vezmi, ki prevzemajo 
horizontalne reakcije lupine. Temeljna tla se pripravijo z gramoznim nasutjem, do globine, pri 
kateri je obstoječa zemljina sposobna prenašati izračunane pritiske. Širina temeljev je 1,9 m 
in višina 1 m. Prednapete vezi imajo kvadraten prerez s stranico dolžine 1 m (slika 118). 
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Slika 118: Temelji in prednapete vezi 
Figure 118: Fundation and prestressed ties 
6.5 Obtežba 
Lupina mora biti sposobna kljubovati zunanjim vplivom, katerim bo izpostavljena. V analizi so 
bili upoštevani trije vplivi: stalna obtežba, vpliv vetra in vpliv snega. 
6.5.1 Stalna obtežba 
Lupina naj bi bila nezaščitena pred vremenskimi vplivi, saj je za lupinaste konstrukcije 
značilno, da skoraj ne razpokajo in so zato trajne in neobčutljive na vremenske vplive. Kot 
primer lahko vzamemo nekaj Islerjevih ali Candelinih lupin, ki jih zob časa praktično ni načel, 
kljub tropskim razmeram v Mehiki ali hudim alpskim zimam v Švici. Lastna teža konstrukcije 
je torej edini stalni vpliv, kateremu bi bila lupina izpostavljena. Lastno težo lupine nekateri 
programi za analizo upoštevajo samodejno. V splošnem deluje vpliv lastne teže v navpični 
smeri in ga v analizi upoštevamo kot po površini lupine enakomerno porazdeljeno obtežbo. 
Obtežbo na mestu, kjer je lupina debela 11 cm izračunano kot: 
                  
 ⁄                   
kjer je    prostorninska teža armiranega betona in         debelina lupine. 
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6.5.2 Obtežba snega 
Obtežbo snega se v analizi upošteva kot porazdeljeno na tlorisno površino in deluje v 
navpični smeri. Pri obtežbi s snegom je pomembna lokacija in nadmorska višina, na kateri se 
objekt nahaja. Lokacija objekta je v Ljubljani, torej spada v cono A2 (slika 119). 
 
Slika 119: Razdelitev na cone za določitev obtežbe s snegom [109] 
Figure 119: Division per zones to determin snow load [109] 
Karakteristično obtežbo snega    na tleh v coni A2 in na nadmorski višini        dobimo: 
        [  (
 
   
)
 
]       [  (
   
   
)
 
]            
Obtežbo snega na lupinasti strehi   nato izračunamo: 
              
kjer so: 
-     koeficient izpostavljenosti 
-    toplotni koeficient 
-    oblikovni koeficient obtežbe snega 
Za običajne vrste terena je predpisana vrednost koeficienta izpostavljenosti       . 
Toplotni koeficient    se upošteva za zmanjšanje snega pri strehah z veliko toplotno 
prevodnostjo. Pri obravnavani lupini je nepomemben, saj konstrukcija pokriva neogrevano 
površino in je       . Za določitev oblikovnega koeficienta    v obravnavanem primeru 
uporabimo navodila za cilindrične strehe, ki so najboljši približek za obravnavano 
konstrukcijo in kjer je      . Za cilindrične strehe brez snegolovov velja, da snega ni treba 
upoštevati, če je naklon strehe   večji od 60°, saj zdrsne s strehe [110]. Naklon lupinaste 
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konstrukcije v prečni smeri določimo tako, da odvajamo kvadratno parabolo, ki v prečni smeri 
opisuje obliko osrednje ploskve. Naklon konstrukcije v prečni smeri se spreminja v odvisnosti 
od koordinate   (slika 120).  
  
Slika 120: Naklon v prečni smeri lupine v odvisnosti od   
Figure 120: Change of slope of the shell in transverse direction ploted against    
Iz slike 120 je razvidno, da je naklon lupine manjši od 60° v območju 6,26 m na obe strani od 
sredine ploskve v prečni smeri. Za območje, kjer je       lahko upoštevamo, da je     , 
v območju      , pa je    odvisen od   ⁄ , kjer sta   in   prikazana na sliki 121 in ga 
izračunamo: 
           ⁄      
 
Slika 121: Oblikovni koeficienti obtežbe snega za cilindrične strehe [110] 
Figure 121: Snow load coefficient for cylindrical roofs [110] 
V obravnavanem primeru se   ⁄  spreminja vzdolž lupine, vendar nikoli ni manjše od 0,18, 
kar pomeni, da je     . Pri obtežbi snega moramo upoštevati dva primera, nenakopičen 
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sneg (primer 1) in nakopičen sneg (primer 2). Razporeditev obtežbe prikazuje slika 121. V 
obravnavanem primeru deluje obtežba s snegom na pasu konstantne širine          
vzdolž celotne dolžine lupinaste konstrukcije (slika 122). 
 
Slika 122: Obtežba snega na lupinasto konstrukcijo 
Figure 122: Snow load on shell structure 
6.5.3 Obtežba vetra 
Obtežbo vetra se v analizi upošteva kot porazdeljeno po površini lupine in deluje pravokotno 
na površino. Podobno kot pri snegu je za določitev obtežbe vetra pomembna lokacija in 
nadmorska višina objekta. Ljubljana spada v cono 1 (slika 123). 
 
Slika 123: Razdelitev na cone za določitev obtežbe z vetrom [111] 
Figure 123: Division per zones to determin wind load [111] 
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Za cono 1 pod 800 m nadmorske višine je predpisana projektna hitrost vetra           . 
Osnovno hitrost vetra    se določi: 
                     
kjer je: 
-       smerni faktor 
-          faktor letnega časa 
Za določitev osnovne hitrosti vetra upoštevamo        in           [112] in tako je 
        ⁄ . Iz osnovne hitrosti vetra določimo srednjo hitrost vetra   : 
                     
kjer je: 
-        faktor hrapavosti 
-        faktor hribovitosti 
Faktor hrapavosti upošteva spreminjanja srednje hitrosti vetra zaradi višine nad tlemi in 
hrapavost tal. Faktor hrapavosti določimo: 
            (
 
  
) 
kjer je   opazovana višina za katero se upošteva, da ni manjša kot     ,    hrapavostna 
dolžina in    faktor terena, ki je odvisen od hrapavostne dolžine in ga določimo: 
        (
  
     
)
    
 
kjer je            ,    pa je tako kot      odvisen od kategorije terena. Teren je ocenjen na 
kategorijo III, kamor spadajo področja z običajnim rastlinjem ali stavbami ali posameznimi 
ovirami na razdalji največ 20 višinskih ovir. Za izbrano kategorijo sta predpisana: 
        
        
tako, da je: 
        (
  
     
)
    
      (
   
    
)
    
       
za opazovano višino je izbrana višina konstrukcije      , tako da: 
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           (
 
  
)          (
  
   
)        
Ker objekt ni blizu grbena ali pobočja, je predpostavljen faktor hribovitosti          . Sedaj 
lahko izračunamo srednjo hitrost vetra: 
                                   ⁄        
Tlak pri največji hitrosti ob sunkih vetra    določimo: 
      [         ]  
 
 
        
  
kjer je   gostota zraka in se vzame             ,    pa je intenziteta turbolence, za katero 
je priporočen postopek [112]: 
      
  
     
 
Standardno deviacijo turbulence    izračunamo: 
            
kjer je    turbulenčni faktor za katerega se priporoča vrednost      [112], tako da lahko 
izračunamo: 
                      ⁄             
      
  
     
 
      
     
       
      [         ]  
 
 
         ⁄         ⁄         ⁄           
Tlak na ploskve objekta je treba določiti za vsako smer vetra posebej. Veter lahko piha iz 
štirih različnih smeri, v vzdolžni smeri iz severa ali juga, v prečni smeri iz vzhoda ali zahoda. 
6.5.3.1 Veter v prečni smeri 
V prečni smeri (slika 124) konstrukcijo obravnavamo podobno, kot pri določitvi obtežbe s 
snegom in uporabimo navodila za cilindrične strehe. Tlak na zunanje površine    splošno 
določimo z: 
             
in tlak na notranje površine    z: 
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kjer je     koeficient zunanjega tlaka in     koeficient notranjega tlaka. 
 
Slika 124: Prečna smer vetra 
Figure 124: Transverse direction of wind 
    je odvisen od oblike strehe in je za globalno analizo uporabljen           . Za cilindrične 
strehe ga določimo iz slike 125. 
 
Slika 125: Priporočene vrednosti koeficientov zunanjega tlaka        za ukrivljene strehe [112] 
Figure 125: Recommended values of external pressure coefficient         for vaulted roofs [112] 
 
 
 se spreminjata vzdolž konstrukcije, vendar je vedno več kot 0,5, zato so uporabljene 
maksimalne vrednosti za posamezno cono (slika 125), t.j. v coni A je        , v coni B je 
         in v coni C je         . Poleg zunanjega tlaka na lupino deluje tudi notranji tlak, 
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ki ga je treba upoštevati sočasno z zunanjim. Lupina je na nižji strani predvidena zastekljena, 
na višji pa ne, zato je ta glede odprtin prevladujoča stran. Površina odprtin na prevladujoči 
strani je več kot trikrat večja od velikosti odprtin na ostalih straneh, zato velja [112]: 
            
Če koeficient zunanjega in notranjega tlaka seštejemo, dobimo končni koeficient tlaka    na 
površino ploskve. V območju A je        , v območju B je          in v območju C je 
        . Določimo končno obtežbo vetra na lupino za prečno smer za vsako posamezno 
območje. Ker konstrukcija ni prave cilindrične oblike in se njene dimenzije spreminjajo, je 
upoštevana poenostavitev, da se območja delijo na tretjine in s tem povečamo coni A in C, 
saj je kvadratna parabola pri robovih bolj navpična in se lahko delno obnaša kot stena. S to 
predpostavko, izračunamo dolžino kvadratne parabole na mestu    : 
  ∫ √          
 
 
 
  in   določimo tako, da pozitivni del parabole razdelita na tri enake dele. Pri tem pogoju 
dobimo,           . Širina pasov je konstantna vzdolž celotne dolžine.  
 
Slika 126: Obtežba vetra v prečni smeri na lupinasto konstrukcijo 
Figure 126: Wind load for transverse direction of wind 
6.5.3.2 Veter v vzdolžni smeri 
V Evrokodu za oblike konstrukcij, kot je obravnavana lupina, ni navodil. Težko je najti obliko, 
ki bi vsaj približno spominjala na obravnavano konstrukcijo. Zato je narejena simulacija 
lupine v vetrovniku z računalniškim programom Autodesk Project Falcon, ki omogoča račun 
pritiskov tekočine na togo telo. Ker konstrukcija v vzdolžni smeri ni simetrična, je pomembna 
smer vetra in je treba simulirati pihanje iz obeh smeri (slika 127). V simulaciji je bila 
upoštevana hitrost vetra 19 m/s, kar je srednja hitrost na višini 25 m. Vpliv turbulence je 
upoštevan tako, da so pritiski pomnoženi z [         ]       . 
Za    smer vetra (slika 127) so rezultati simulacije prikazani na sliki 128 in sliki 130, na 
podlagi katerih teh slik so določeni pritiski vetra na konstrukcijo (slika 129, slika 131, slika 
132). 
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Slika 127: Vzdolžna smer vetra 
Figure 127: Longitudinal direction of wind 
 
Slika 128: Zunanji tlak za    smer vetra 
Figure 128: External pressure for    direction of wind 
Na podlagi simulacije so bili določeni pritiski vetra na zunanjo stran v    smeri, ki so 
prikazani na sliki 129: 
 
Slika 129: Model obtežbe zunanjega tlaka za    smer vetra na podlagi simulacije 
Figure 129: Wind load model of external pressure for    direction of wind based on simulation 
 84   Turk, J. 2013. Armiranobetonske lupinaste konstrukcije.  
Mag. d. Ljubljana, UL FGG, Odd. za gradbeništvo, Konstrukcijska smer 
 
 
Pritiski vetra na notranji strani so prikazani na sliki 131. Predpostavljeno je, da je lupina na 
ožjem delu zaprta, zato so tam pritiski največji, analiza zaporne stene v magistrskem delu ni 
narejena. 
 
Slika 130: Notranji tlak za    smer vetra 
Figure 130: Intrernal pressure for    direction of wind 
 
Slika 131: Model obtežbe notranjega tlaka za    smer vetra na podlagi simulacije 
Figure 131: Wind load model of internal pressure for    direction of wind based on simulation 
Ker zunanji tlak in notranji tlak delujeta sočasno, ju je treb upoštevati skupaj in pomnožiti z 
[         ]       , zaradi turbulence (slika 136). 
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Slika 132: Model obtežbe nadomestnega zunanjega tlaka za    smer vetra 
Figure 132: Wind load model of alternative external pressure for    direction of wind 
Za    smer vetra (slika 127) so rezultati simulacije prikazani na sliki 133 in sliki 135Slika 
135:. Na podlagi teh slik so določeni pritiski na zunanjo in notranjo stran konstrukcije (slika 
134, slika 136) 
 
Slika 133: Zunanji tlak za    smer vetra 
Figure 133: External pressure for    direction of wind 
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Slika 134: Model obtežbe zunanjega tlaka za     smer vetra na podlagi simulacije 
Figure 134: Wind load model of external pressure for    direction of wind based on simulation 
 
Slika 135: Notranji tlak za –   smer vetra 
Figure 135: Internal pressure for    direction of wind 
Notranji tlak je konstanten in je 280 Pa. V analizi sta podana zunanji in notranji tlak skupaj in 
pomnožena z [         ]       , zaradi turbulence (slika 136). 
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Slika 136: Model obtežbe nadomestnega zunanjega tlaka za –   smer vetra 
Figure 136: Wind load model of alternative external pressure for  –   direction of wind 
6.6 Kombinacije obtežb 
V program za analizo so bile podane karakteristične vrednosti obtežbe. Te obtežbe lahko 
delujejo sočasno, vendar je verjetnost, da se pojavijo hkrati v svojih ekstremnih vrednostih 
majhna, zato jih je treba med seboj kombinirati. Evrokodi temeljijo na metodi mejnih stanj in 
za različna mejna stanja obtežbo različno kombiniramo. Pri mejnem stanju nosilnosti 
zagotavljamo odpornost konstrukcije proti porušitvi, zato moramo pri projektiranju upoštevati 
kombinacije obtežb, pri katerih je verjetnost prekoračitve majhna. Za mejno stanje nosilnosti 
so bili vplivi kombinirani [113]: 
∑             
   
         ∑              
   
 
kjer je: 
-       karakteristična vrednost stalnega vpliva   
-      karakteristična vrednost prevladujočega spremenljivega vpliva   
-      karakteristična vrednost spremljajočega spremenljivega vpliva   
-      delni faktor za stalni vpliv   
-      delni faktor  za spremenljiv vliv   
-      faktor za kombinacijsko vrednost spremenljivega vpliva   
Na mejno stanje uporabnosti so bili vplivi kombinirani v karakteristični kombinaciji [113]: 
∑        
   
    ∑         
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v pogosti kombinaciji [113]: 
∑        
   
         ∑         
   
 
in navidezno stalni kombinaciji [113]: 
∑        
   
∑         
   
 
kjer so: 
-       faktor za pogosto vrednost spremenljivega vpliva 
-      faktor za navidezno stalno vrednost spremenljivega vpliva 
6.7 Analiza lupinaste konstrukcije 
Za analizo je bil uporabljen računalniški program SAP2000, ki analizira konstrukcije z metodo 
končnih elementov. V programu je bil pripravljen računski model lupinaste konstrukcije, v 
katerem so bili uporabljeni končni elementi za lupine.  
 
Slika 137: Računski model lupinaste konstrukcije 
Figure 137: Analysis model of the shell 
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Za izračun notranjih statičnih količin in kritičnih uklonskih faktorjev so bile uporabljene 
materialne karakteristike za beton in jeklo za armaturo, kot jih predpisuje Evrokod. Velikost 
končnih elementov je približno             . V model je bila vnesena obtežba, katera je 
bila opisana v prejšnjih poglavjih. Narejene so bile vse potrebne kombinacije za mejno stanje 
nosilnosti in uporabnosti. Narejene so bile: linearna statična, geometrijsko nelinearna 
statična in linearna uklonska analiza. Lokalni koordinatni sistem končnih elementov je 
obrnjen tako, da lokalna   os sovpada z normalo na ploskev, lokalna   in   os pa v vertikalni 
projekciji sovpadata z globalnima osema, kot prikazuje slika 138, kjer rdeča puščica 
označuje lokalno os 1 in zelena lokalno os 2. 
 
Slika 138: Lokalni koordinatni sistemi končnih elementov lupine 
Figure 138: Local coordinate systems of finite elements of the shell 
6.7.1 Linearna statična analiza 
Pri linearni statični analizi se računa ravnotežje konstrukcije na nedeformirani legi. Rezultati 
linearne statične analize so notranje statične količe in pomiki. Notranje statične količine, ki jih 
program poda, so orientirane tako, da povzročajo napetosti v smeri indeksa, ki jih označuje. 
V nadaljevanju je prikazana ovojnica kombinacij za mejno stanje nosilnosti (slika 139-150). 
Rezultati kažejo, da so upogibni momenti v lupini praktično zanemarljivi v primerjavi z osnimi 
silami povsod po površini lupine, razen na majhnem področju ob vpetju. Zaradi teh 
momentov in ker se na tem mestu močno povečajo tudi osne sile, je treba lupino tu odebeliti. 
Največje tlačne osne sile se pojavijo ob podporah pod konzolnim delom lupine, kjer bi jih tudi 
pričakovali. 
V splošnem lahko na podlagi teh rezultatov zaključimo, da membranska teorija velja na 
večjem delu lupine, razen ob vpetju, česar so se zavedali tudi graditelji lupin v preteklosti, ko 
natančnih analiz niso mogli izvajati, a so vseeno skoraj vse lupine ob podporah odebelili. 
Linearna statična analiza je hiter in učinkovit način ocene obnašanja lupine, ker pa so lupine 
izredno vitke konstrukcije, je račun po geometrijsko nelinearni teoriji nujen za realno oceno 
obnašanja lupine. 
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Slika 139: Ovojnica maksimalnih osnih sil F11, pri linearni statični analizi  
Figure 139: Maximum axial force F11 envelop derived by linear static analysis 
 
Slika 140: Ovojnica minimalnih osnih sil F11, pri linearni statični analizi 
Figure 140: Minimum axial force F11 envelope derived by linear static analysis  
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Slika 141: Ovojnica maksimalnih osnih sil F22, pri linerani statični analizi 
Figure 141: Maximum axial force F22 envelope derived by linear static analysis 
 
Slika 142: Ovojnica minimalnih osnih sil F22, pri linearni statilčni analizi 
Figure 142: Minimum axial force F22 envelope derived by linear static analysis 
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Slika 143: Ovojnica maksimalnih osnih sil F12, pri linearni statični analizi 
Figure 143: Maximum axial force F12 envelope derived by linear static analysis 
 
Slika 144: Ovojnica minimalnih osnih sil F12, pri linearni statični analizi 
Figure 144: Minimum axial force F12 envelope derived by linear static analysis 
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Slika 145: Ovojnica maksimalnih upogibnih momentov M11, pri linearni statični analizi 
Figure 145: Maximum bending moment M11 envelope derived by linear static analysis 
 
Slika 146: Ovojnica minimalnih upogibnih momentov M11, pri linearni statični analizi 
Figure 146: Minimum bending moment M11 envelope derived by linear static analysis 
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Slika 147: Ovojnica maksimalnih upogibnih momentov M22, pri linearni statični analizi 
Figure 147: Maximum bending moment M22 envelope derived by linear static analysis 
 
Slika 148: Ovojnica minimalnih upogibnih momentov M22, pri linearni statični analizi 
Figure 148: Minimum bending moment M22 envelope derived by linear static analysis 
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Slika 149: Ovojnica maksimalnih torzijskih momentov M12, pri linearni statični analizi 
Figure 149: Minimum twisting moment M11 envelope derived by linear static analysis 
 
Slika 150: Ovojnica minimalnih torzijskih momentov M12, pri linearni statični analizi 
Figure 150: Minimum twisting moment M12 envelope derived by linear static analysis 
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6.7.2 Nelinearna statična analiza 
V programu je bila narejena nelinearna statična analiza. Rezultati so prikazani v nadaljevanju 
(slika 151-162). 
 
Slika 151: Ovojnica maksimalnih osnih sil F11, pri nelinearni statični analizi 
Figure 151: Maximum axial force F11 envelope derived by nonlinear static analysis 
 
Slika 152: Ovojnica minimalnih osnih sil F11, pri nelinearni statični analizi 
Figure 152: Minimum axial force F11 envelope derived by nonlinear static analysis 
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Slika 153: Ovojnica maksimalnih osnih sil F22, pri nelinearni statični analizi 
Figure 153: Maximum axial force F22 envelope derived by nonlinear static analysis 
 
Slika 154: Ovojnica minimalnih osnih sil F22, pri nelinearni statični analizi 
Figure 154: Minimum axial force F2 envelope derived by nonlinear static analysis 
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Slika 155: Ovojnica maksimalnih osnih sil F12, pri nelinearni statični analizi 
Figure 155: Maximum axial force F12 envelope derived by nonlinear static analysis 
 
Slika 156: Ovojnica minimalnih osnih sil F12, pri nelinearni statični analizi 
Figure 156: Minimum axial force F12 envelope derived by nonlinear static analysis 
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Slika 157: Ovojnica maksimalnih upogibnih momentov M11, pri nelinearni statični analizi 
Figure 157: Maximum bending moment M11 envelope derived by nonlinear static analysis 
 
Slika 158: Ovojnica minimalnih upogibnih momentov M11, pri nelinearni statični analizi 
Figure 158: Minimum bending moment M11 envelope derived by nonlinear static analysis 
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Slika 159: Ovojnica maksimalnih upogibnih momentov M22, pri nelinearni statični analizi 
Figure 159: Maximum bending moment M22 envelope derived by nonlinear static analysis 
 
Slika 160: Ovojnica minimalnih upogibnih momentov M22, pri nelinearni statični analizi 
Figure 160: Minimum bending moment M22 envelope derived by nonlinear static analysis 
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Slika 161: Ovojnica maksimalnih torzijskih momentov M12, pri nelinearni statični analizi 
Figure 161: Maximum twistig moment M12 envelope derived by nonlinear static analysis 
 
Slika 162: Ovojnica minimalnih torzijskih momentov M12, pri nelinearni statični analizi 
Figure 162: Minimum twisting moment M12 envelope derived by nonlinear static analysis 
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Iz rezultatov nelinearne statične analize (slika 151-162) lahko vidimo, da se praktično ne 
razlikujejo od rezultatov linearne statične analize. 
6.7.3 Linearna uklonska analiza 
Najpogostejši merodajen mehanizem porušitve lupinastih konstrukcij je uklon. Uklonska 
analiza, ki je bila izvedena na enakih obtežbenih kombinacijah kot pri statični analizi, je 
pokazala, da je kritični uklonski faktor        , za kombinacijo, kjer je upoštevana lastna 
teža lupine in veter v   smeri, upoštevano, da delujeta neugodno. Pripadajoča uklonska 
oblika je prikazana na sliki 163. Konstrukcije se ukloni na mestu, kjer so največje tlačne sile. 
 
Slika 163: Merodajnemu uklonskemu faktorju pripadajoča uklonska oblika 
Figure 163: Corsesponding buckling shape of the smallest criticall bucklig load factor 
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Rezultati kažejo tudi na to, da so vse uklonske oblike drugih obtežnih kombinacij, ki so blizu 
kritični podobne. Iz teh uklonskih oblik je razvidno, da se lupina ukloni v prednjem delu, kjer 
so največje tlačne osne sile. 
Preglednica 1: Uklonski faktorji in pripadajoče uklonke oblike 
Table 1: Buckling factors and corespondind buckling shapes 
kritični uklonski faktor pripadajoča uklonska oblika 
8,1 
 
8,18 
 
8,27 
 
8,31 
 
8,35 
 
8,39 
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6.8 Dimenzioniranje lupinaste konstrukcije 
Konstrukcijo je treba dimenzionirati na notranje statične količine, ki so podlaga za izračun 
potrebne armature. Ko imamo podatke o armaturi, je potreba ocena dejanske kritične 
uklonske sile, za kar potrebujemo redukcijski faktor.  
6.8.1 Izračun potrebne količine armature 
Za izračun armature je treba poznati statično višino prereza konstrukcije, ki je odvisna od 
debeline armaturnih palic. Obravnavana konstrukcija naj bi bila armirana s palicami premera 
     . Iz pogoja sprijemnosti določimo potrebno debelino krovnega sloja: 
                   
kjer je        minimalna debelina krovnega sloja glede na zahteve sprijemnosti. V kolikor ne 
upoštevamo pogoja za trajnost, se minimalno debelino krovnega sloja določi      kot [114]: 
        {
      
    
    {
   
    
      
Celotno debelino krovnega sloja      določimo kot: 
                  
kjer faktor       upošteva odstopanje debeline krovnega sloja, in je predpisan  
           
Torej lahko izračunamo: 
                                 
V splošnem je pri določitvi debeline krovnega sloja treba upoštevati pogoje za trajnost, 
vendar bi ta pogoj zahteval povečanje debeline lupine. V obravnavanem primeru pogoj ni 
upoštevan, saj se v lupini ne razvijejo upogibni momenti, ki bi povzročili, da bi lupina 
razpokala drugje kot ob vpetju. Ob vpetju pa se debelina lupine poveča, tako da je tam tudi 
ta pogoj izpolnjen. Debelina krovnega sloja se šteje kot razdalja od roba betona do površini 
najbližje palice. Pomembno je, da je na zgornji strani lupine armatura v prečni smeri najbližje 
površini, saj zaradi ukrivljenosti navzdol preprečuje armaturi v vzdolžni smeri, da bi se zaradi 
svoje ukrivljenosti navzgor izstrgala iz betona. Na spodnji strani je situacija obrnjena. Težišče 
armature na zgornji strani v prečni smeri        (v programu SAP2000, kjer je bila armatura 
računana, je vzdolžna smer označena z 1 in prečna smer z 2) je tako: 
           
 
 
               
in zgoraj v vzdolžni smeri      : 
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Za spodnjo stran velja enako, le da je tu armatura v prečni smeri bližje površju: 
           
 
 
               
           
  
 
                
 
Slika 164: Razdalja težišča armature do površine betona 
Figure 164: Reinforcement distance to concrete surface 
Armatura je bila dimenzionirana v programu SAP2000, ki dimenziornira armaturo na osnovi 
»sendvič« modela. »Sendvič« model prerez lupine razdeli na tri plasti: zunanji plasti, v 
katerih se nahaja armatura, in nerazpokano srednjo plast. Predpostavlja se, da zunanji plasti 
prevzemata upogibne momente in osne sile, medtem, ko sredinska plast prenaša prečne 
obremenitve. Postopek dimenzioniranja poteka tako da se upogibne momente (M11, M22, 
M12) in osne sile (F11, F22, F12) pretvori v čiste membranske sile N11, N22, in N12, ki 
delujejo v težišču zunanjih plasti (spodnja in zgornja plast) [115]. Iz membranskih sil 
izračunamo sile za dimenzioniranje armature, tako da N11 in N22 povečamo za absolutno 
vrednost N12. Iz sil za dimenzioniranje določimo potrebno armaturo v posamezni smeri na 
vsaki strani lupine (slika 165). 
 
Slika 165: »Sendvič« model prereza lupine [115] 
Figure 165: »Sandwich« model of shell [115] 
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Slika 166: Potrebna armatura na zgornji strani lupine v vzdolžni smeri  (smer 1) 
Figure 166: Required reinforcement on upper side of the shell in longitudinal direction (direction 1) 
 
Slika 167: Potrebna armatura na zgornji strani lupine v prečni smeri (smer 2) 
Figure 167: Required reinforcement on upper side of the shell in transverse direction (direction 2) 
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Slika 168: Potrebna armatura na spodnji strani lupine v vzdolžni smeri (smer 1) 
Figure 168: Required reinforcement on botom side of the shell in lingitudinal direction (direction 1) 
 
Slika 169: Potrebna armatura na spodnji strani lupine v prečni smeri (smer 2) 
Figure 169: Required reinforcement on botom side of the shell in transverse direction (direction 2) 
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Določiti je treba minimalno armaturo v lupini      : 
           
    
   
      
kjer je: 
-      srednja vrednost osne natezne trdnosti betona 
-     karakteristična meja elastičnosti armature 
-    srednja širina natezne cone 
-   statična višina prečnega prereza 
Za beton kvalitete C30/37 uporabimo podatke: 
               
  
in jeklo kvalitete S500: 
            
  
Za srednjo širino natezne cone upoštevamo tekoči meter prečnega prereza, torej    
      . Statična višina je drugačna v vsaki smeri, vendar smo na varni strani, če vzamemo 
večjo od obeh, torej         . Dobimo količino minimalne armature: 
           
    
   
           
          ⁄
        ⁄
                        ⁄  
Določiti je treba najmajšje dovoljene razdalje palic. Ta mora biti takšna, da omogoča 
vgraditev in zadovoljivo zgostitev betona za zagotovitev ustrezne sprijemnosti [114]. Svetla 
razdalja med palicami   ne sme biti manjša kot: 
     {
     
          
    
 
kjer je    najmanjše zrno agregata,    in    pa imata vrednosti      in        [114], 
tako da dobimo: 
     {
                   
                    
    
      
Na podlagi rezultatov (slika 166 do 169), sta bili izbrani dve stopnji gostote razporeditve 
palic. Armaturne palice     ⁄    imajo površino prereza           
  ⁄  in na slikah 166 
do 169 pokrivajo vijoličasta področja. Armaturne palice    ⁄    imajo površino prereza 
           
  ⁄  in na slikah 166 do 169 pokrivajo vsa področja, z izjemo vijoličnih kjer je 
potrebno manj armature. Modra, kjer            
  ⁄  ne zadostuje, so obravnavana kot 
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območja blizu podpor. Ta območja so odebeljena in močneje armirana, tu se uporabi 
armaturne palice      ⁄   , kar znese           
  ⁄ .  
Za armiranje bi se uporabile 12 m dolge palice. Kjer ta dolžina ne bi zadostovala, bi bilo treba 
palice preklapljati. Za sidranje in preklapljanje je treba poznati preklopno in sidrno dolžino. 
Projektno sidrno dolžino     izračunamo: 
                                
kjer je so   ,   ,   ,    in    faktorji, ki upoštevajo vpliv oblike krivljenja, vpliv najmanjšega 
krovnega sloja, vpliv objetja s prečno armaturo, vpliv privarjene prečne armature in učinek 
prečno na ravnino cepitve vzdolž projektne sidrne dolžine in so konservativno upoštevani kot 
1,0. Osnovno sidrno dolžino        pri tem izračunamo: 
       
 
 
 
   
   
 
pri čemer je   premer palice,     projektna napetost v palici na mestu, od katerega se meri 
dolžina sidranja in je upoštevana kot projektna meja tečenja jekla (              
 ⁄ ),     
pa projektna vrednost mejne napetosti sidranja. Pri rebrastih palicah se jo določi: 
                    
Predpostavi se dobre pogoje sidranja, tako da je koeficient, ki to upošteva,       . 
Koeficient, ki je odvisen od premera palice,       , saj gre za palice manjše kot        
[114].      je projektna natezna trdnost betona (za C30/37 je               
 ⁄ ), tako da: 
                                         
 ⁄          ⁄  
       
 
 
 
   
   
 
      
 
 
          ⁄  
         ⁄
       
       je najmanjša sidrna dolžina, če ni drugih omejitev, in se jo določi: 
         {
                         
                  
           
       
                                            
          
Projektno dožlino prekrivanja    določimo podobno kot sidrno, le da je tu upoštevan tudi 
faktor   , ki upošteva delež stikovane armature glede na celoten prerez armature.        , 
saj stikujemo vso armaturo hkrati. Torej: 
                                            
Lupina ima tudi dva prosta robova, ki ju je treba armirati z »U« stremeni. V »U« stremena se 
položi palice    , 4 na spodnjo stran in 4 na zgornjo. 
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Slika 170: Armatura v lupini 
Figure 170: Reinforcement in the shell 
 
Slika 171: Armatura na prostem robu 
Figure 171: Reinforcement on free edge 
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6.8.2 Kontrola stabilnosti lupinaste konstrukcije 
Osnova za kontrolo uklonske stabilnosti lupinaste konstrukcije je linearna uklonska analiza 
katere rezultati so podani v preglednici 1. Za realno oceno kritičnega uklonskega faktorja, 
uporabimo metodo redukcijskega faktorja, ki je bila opisana v poglavju 5.3. Linearni kritični 
uklonski faktor             zmanjšano s faktorji, ki upoštevajo lezenje betona, geometrijske 
nepopolnosti, razpokanost in plastičnost betona. 
6.8.2.1 Redukcijski faktor zaradi geometrijske nepopolnosti 
Da bi določili redukcijski faktor, ki upošteva geometrijske nepopolnosti     , moramo poznati 
radije glavnih ukrivljenosti, za določitev začetne geometrijske nepopolnosti. Glavne 
ukrivljenosti    in    dobimo iz Gaussove in povprečne ukrivljenosti.  
Geometrijo ploskve zapišemo v vektorski obliki: 
 ⃑  {
 
 
   
  
  
 
     
   
} 
nato določimo odvode vektorja: 
 ⃑  
  ⃑
  
 
 ⃑  
  ⃑
  
 
in dobimo vektor normale na ploskev: 
 ⃑  
 ⃑   ⃑ 
‖ ⃑   ⃑ ‖
 
potem določimo člene: 
   ⃑   ⃑  
   ⃑   ⃑  
   ⃑   ⃑  
  
  ⃑ 
  
  ⃑ 
  
  ⃑ 
  
  ⃑ 
  
  ⃑ 
  
  ⃑ 
Sedaj dobimo Gaussovo ukrivljenost   in povprečno ukrivljenost  : 
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določimo glavni ukrivljenosti: 
     √     
     √     
in pripadajoča glavna radija    in   : 
   
 
  
 
   
 
  
 
Glavna radija sta odvisna od parametričnih koordinat   in  , ki sovpadata z globalnima 
osema   in  . Na sliki 163 lahko vidimo, da se lupina ukloni nekje pri       in     , 
zato na tem mestu izračunamo glavna radija: 
        
        
tako, da lahko izračunamo faktor   po predlogu Medwadowskega: 
       [
√|     |
 
]       [
√        
     
]      
in začetne nepopolnosti    pri izbranem    , kajti opaž naj bi bil tog: 
         [  
   
       
]            [  
   
         
]                
Za določitev nepopolnosti    moramo prebrati pomike pri linearni statični analizi za 
pripadajočo kombinacijo. Pomik na mestu uklona je hkrati tudi največji pomik, ki znaša 
           (slika 172), tako da lahko izračunamo: 
   √                  √                                
Za    ⁄       z grafa na sliki 112 za sfere in osno obremenjene cilindre preberemo 
redukcijski faktor         . Hiperbolični paraboloidi so v splošnem neobčutljivi na začetne 
geometrijske nepopolnosti, vendar smo tako na varni strani. 
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Slika 172: Pomiki kritičnemu uklonskemu faktorju pripadajoče obtežne kombinacije 
Figure 172: Displacements for load combination belonging to lowest critical buckling load factor 
6.8.2.2 Redukcijski faktor zaradi lezenja 
Redukcijski faktor zaradi lezenja        določimo kot razmerje med začetnim modulom 
elastičnosti     in reduciranim modulom elastičnosti zaradi lezenja   . Najprej izračunamo 
končni koeficient lezenja    za trdnost betona v času 28 dni         : 
                    
določimo: 
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6.8.2.3 Redukcijski faktor zaradi razpok in armature 
Za določitev redukcijskega faktorja zaradi razpok in armature, moramo izračunati razmerje   
med modulom elastičnosti jekla za armiranje    in reduciranega modula elastičnosti betona 
zaradi lezenja   : 
  
  
  
 
            
             
       
ter delež armiranja  : 
  
  
  
 
           
             
         
Iz diagrama na sliki 113 razberemo        in sedaj lahko iz slike 114 določimo: 
            
6.8.2.4 Redukcijski faktor zaradi plastičnosti betona 
Za določitev redukcijskega faktorja zaradi plastičnosti betona    , moramo izračunati faktor 
     s katerim moramo pomnožiti kritičnemu uklonskemu faktorju pripadajočo obtežno 
kombinacijo, da bi na mestu uklona prišlo do plastifikacije. 
 
Slika 173: Minimalna napetost v betonu pri merodajnemu kritičnemu uklonskemu faktorju pripadajoči 
obtežni kombinaciji 
Figure 173: Minimum stres in concrete for load combination belonging to lowest critical buckling 
load factor 
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Iz slike 173 lahko razberemo napetost v betonu         . Po principu superpozicije lahko 
izračunamo: 
     
   
  
 
     
     
   
Potrebujemo še: 
                                                     
Dobimo redukcijski faktor: 
    √
 
  (
  
    
)
  √
 
  (
    
 )
        
Kritični uklonski faktor sedaj lahko izračunamo: 
                                                                    
Kontrola uklonske stabilnosti se izide. 
6.8.3 Kontrola razpok v mejnem stanju uporabnosti 
Dovoljena širina razpok je odvisna od okolja, v katerem se konstucija nahaja. Obravnavana 
lupina spada v razred XC4, v katerega spadajo betonske površine v dotiku z vodo, ki niso 
zaščite pred dežjem in so izmenično mokre in suhe. Za opisan razred so predpisane 
maksimalne širine razpok            . 
Širina razpoke    se izračuna z izrazom: 
                   
kjer se           lahko izračuna po: 
          
      
       
      
 (           )
  
    
  
  
 
V enačbi nastopajo: napetost v natezni armaturi    pri navidezno stalni obtežni kombinaciji, 
razmerje modulov elastičnosti   : 
   
  
   
 
            
           
      
faktor, ki je odvisen od obtežbe    (       za kratkotrajne obtežbe) in: 
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pri čemer je        efektiven del prereza v natezni coni, ki obdaja armaturo z višino        
(slika 174), ki se jo za čisti nateg vzame: 
          
{
 
 
 
 
                               
   
 
 
     
 
        
 
 
 
     
 
       
      
                         
  
 
Slika 174: Učinkoviti natezni del betonskega prereza [114] 
Figure 174: Effective tension area [114] 
tako da lahko izračunamo: 
       
  
      
 
         
       
         
Določiti moramo napetosti v aramaturi za navidezno stalno obtežno kombinacijo. To 
določimo iz največje natezne sile, ki se pojavi v lupinasti konstrukciji pri omenjeni kombinaciji 
(slika 175). 
 
Slika 175: Osne sile F11 pri navidezno stalno obtežni kombinaciji 
Figure 175: Axial forces F11 for quasi pernament load cmbination 
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Iz slike 175 je razvidno, da ima največja natezna sila F11 vrednost 50 kN. Natezna sila se 
razdeli na obe strani armature, tako da je: 
   
   
 ⁄
  
 
     
         
          ⁄  
Za beton kvalitete C25/30 je                
  in lahko izračunamo: 
             
{
 
 
 
       
       
      
 (           )
  
   
  
  
 
             
{
 
 
 
         ⁄      
         ⁄
        
                
           ⁄
   
        ⁄
           ⁄
 
                
   
Največja razdalja med razpokami       se določi: 
                      
 
      
 
kjer se za koeficient, s katerim se upoštevjo pogoji sidranja   , vzame vrednost       , za 
palice z dobro sprijemnostjo. Za    se za čisti nateg vzame       ,        in          
[114], pri čemer je   krovni sloj armature. Tako da je največja razdalja med palicami: 
                      
 
      
                        
      
       
         
Sedaj izračunamo širino razpok: 
 
                                 
                      
Kontrola širine razpok se izzide. 
6.9 Kontrola kontaktnih tlakov 
Predpostavljena je gramozno nasutje tamponske cone, kar pomeni, da so temeljna tla dobro 
nosilna in za izračun dovoljene napetosti v temeljnih tleh uporabimo karakteristike značilne 
za gramoz, zato je predpostavljen kot notranjega trenja       in kohezija       . Ker 
se v gramozu skoraj v trenutku izvrši konsolidacija, nosilnost tal računamo samo za 
drenirane pogoje temeljenja.  
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Obremenitve, ki jih morajo temeljna tla in temelj prevzeti, so reakcije lupine. Vzete so bile 
največje reakcije v vozlišču, ki je 0,5 m oddaljen od roba lupine. Reakcije porazdelimo na 
dolžino končnega elementa, ki je 0,25 m, tako da dobimo reakcije na enoto dolžine in 
obravnavamo 1 m dolžine temelja. 
 
Slika 176: Obravnavana širina temelja 
Figure 176: Width of fundation on witch the calculation is performed 
 
Slika 177: Merodajna reakcija za račun temeljenja  
Figure 177: Prevailing reaction for calculatinon of fundation 
Dobimo reakcije: 
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Teža temelja  : 
                    ⁄            
Izračunamo ekscentričnost  : 
  
 
   
 
         
      ⁄         ⁄
        
Rezultanta sil     deluje na ekscentričnosti         , to je v težišču trikotnika 
zemeljskih pritiskov, kar pomeni, da lahko širino tlačne cone   izračunamo (slika 178): 
   (
 
 
  )   (
    
 
       )         
 
Slika 178: Ravnotežje v temelju 
Figure 178: Equilibrium in fundation 
Maksimalno napetos      na stiku temelja in temeljnih tal je tako: 
     
       
 
 
         ⁄         ⁄  
      
            
Dopustno napetost v temeljnih tleh izračunamo za drenirane pogoje, kjer ni kohezije, in 
upoštevamo notranju strižni kot      . Izračunamo projektni strižni kot   : 
        (
      
    
)        
Nosilnost temeljnih tal 
 
 
 določimo [116]: 
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kjer je    projektna efektivna napetost v tleh na nivoju temeljne ploskve zaradi lastne teže tal, 
   projektna efektivna prostorninska teža zemljine pod dnom temelja. Nosilnost tal narekujeta 
faktorja: 
    
              (   
  
 
)                   (   
    
 
)     
    (    )      
                        
Za izračun koeficientov, ki upoštevajo obliko temeljev    in   , moramo izračunati efektivno 
širino temelja    in efektivno dolžino   , ki je dvakratna razdalja od težišča delovanje 
rezultante sil do roba temelja: 
    (
 
 
  )   (
    
 
       )         
      
sedaj lahko izračunamo: 
     (
  
  
)          (
  
      
)               
         (
  
  
)        (
  
      
)       
Težo zemljine na koti temeljenja vzamemo            , tako da je: 
                  
Nosilnost temeljnih tal je: 
 
 
       ⁄                    ⁄                          ⁄  
 
 
                           
Kontaktni tlaki ne presegajo dovoljene napetosti v temeljnih tleh, kontrola se izide. 
6.10 Dimenzioniranje temeljev 
Lupinasta konstrukcija povzroča v podporah horizontalne sile, ki jih prevzamejo 
armiranobetonske natezne vezi, ki povezujejo temelje na obeh straneh konstrukcije, na treh 
mestih. Vmesne horizontalne sile prevzemajo temelji z upogibom okoli vertikalne osi. 
Horizontalna sila, ki deluje na temelje, je določena podobno kot sile, za izračun kontaktinih 
napetosti v temeljnih tleh (slika 177). Horizontalna reakcija   je potemtakem: 
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Notranje statične količine so bile dobljene v programu SCIA engineer, kjer je bil modeliran 
linijski model konstrukcije temeljev: 
 
Slika 179: Računski model temeljev 
Figure 179: Analysis model of the fundation 
Obtežba, ki je bila upoštevana, je dobljena iz reakcij in je že faktorirana z ustreznimi 
varnostnimi faktorji, zato je tukaj ne faktoriramo. Rezultat izračuna so upogibni momenti okoli 
vertikalne osi  ,  , in prečne sile v smeri horizontalne smeri  ,   . Določena je bila armatura 
na najbolj kritičnem prerezu in posplošena na celotno dolžino temelja. Ker je bila obtežba na 
temelj upoštevana, kot da po vsej dolžini deluje v vsej svoji jakosti, in zaradi armiranja 
celotnega temelja kot kritičnega prereza, smo s to veliko poenostavitvijo močno na varni 
strani. 
 
Slika 180: Poenostavljeno upoštevana obtežba na temelj 
Figure 180: Simplified load acting on fundation 
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Slika 181: Upogibni momenti    
Figure 181: Bending moments    
 
Slika 182: Strižne sile    
Figure 182: Shear forces    
Dimenzioniran je najbolj kritičen prerez in izračunana armatura položena na obe strani po 
vsej dolžini elementa. Po enakem postopku so bile določena stremena za prevzem striga. 
Uporabljen beton je enakega trdnostnega razreda kot lupinasta konstrukcija C30/37.  
             
statična višina   je izbrana         , tako da: 
   
   
        
 
           
                      ⁄
       
         
      
   
    
       
           
                 ⁄
          
Izbrana je armatura      , kar pomeni               
 . 
Pri kontroli strižne nosilnosti moramo preveriti strižno nosilnost betona brez stremen      : 
      [                   
 
 ]       
kjer je            [114],    najmanjša širina prečnega prereza v območju natezne cone in: 
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    √
   
 
   √
   
    
      
tako da je: 
      [                             
 
 ]                        
                         
Strižna nosilnost betona ne zadošča, potrebna je strižna armatura. Pri betonskih elementih z 
navpično stremensko armaturo, se strižno odpornost določi kot: 
      
   
 
             
Tako da 
   
 
 določimo: 
   
 
 
   
           
 
kjer je   razdalja med stremeni,   ročica dvojice notranjih sil, za katero se predpostavi 
poenostavitev                . Za      upoštevamo                 
 ⁄ ,   pa je kot 
med betonsko tlačno diagonalo in osjo nosilca. Upoštevan je      , tako da: 
   
 
 
   
           
 
       
                 ⁄
              
Preveriti je treba kakšno strižno silo prenese beton s tlačnimi razporami: 
       
               
         
 
pri čemer upoštevamo da      , saj v nosilcu ne deluje osna sila in        [114]. Torej: 
       
               
         
 
                            ⁄
   
          
Določiti je treba tudi dodatno prečno armaturo za pridržanje vzdolžne armature proti iztrgu, 
zaradi ukrivljenosti temelja. Potrebujemo radij osne krivulje temeljev. Krivuljo zapišemo v 
parametrični obliki: 
     √  
     
   √     
  √ 
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Ukrivljenost krivulje v parametrični obliki   se izračuna: 
  
|
  
   
   
   
 
  
   
   
   
|
((
  
  )
 
 (
  
  )
 
)
 
 
 
Ukrivljenost glavne osi temeljev se spreminja, vendar bo največja sila iztrga na mestu 
največje ukrivljenosti, t.j. na    . Na tem mestu imajo temelji ukrivljenost          . 
Potrebujemo radij ukrivljenosti: 
  
 
 
       
Uporabimo kotelno formulo, da izračunamo nadomestno porazdeljeno silo   zaradi natega v 
armaturnih palicah, kjer se vzame najneugodnejšo situacijo t.j. v vseh palicah se pojavi 
tečenje. Tako je največja natezna sila v palicah  : 
                   
            ⁄            
Po kotelni formuli lahko zaključimo: 
  
 
 
 
         
     
           
Določimo dodatno prečno armaturo: 
      
 
 
 
   
 
           
          ⁄
               
Skupna prečna armatura je tako: 
       
 
 
   
 
 
      
 
           ⁄             ⁄             ⁄  
 
Slika 183: Prikaz armature v temeljih 
Figure 183: Reinforcement in foundation  
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7 ZAKLJUČEK  
Pri analizi lupinaste konstrukcije takoj naletimo na nekaj težav, ki so povezane s samim 
modeliranjem konstrukcije, saj programi, pa naj bodo to računski ali risarski, po navadi ne 
omogočajo enostavnega modeliranja ukrivljenih konstrukcij.  
Naslednja težava se pojavi, ko želimo določiti obtežbo na take konstrukcije in ugotovimo, da 
ni nikjer pravilnika, ki bi predpisoval, kako velika naj bo in kje naj obtežba učinkuje na 
konstrukcijo. Največji problem pa je, ko ugotovimo, da ni nikjer pravil, kako pravilno 
konstruirati detajle. V takih primerih se začnemo zgledovati po ljudeh, ki svojih lupin niso 
analizirali z računalniki, temveč so se zanašali na svoje razumevanje obnašanja lupinastih 
konstrukcij, na podlagi empiričnega znanja in eksperimentov. Ti ljudje so nekoč gradili 
umetnine, na katere smo pozabili, ko poskušamo optimizirati konstrukcije s čedalje bolj 
natančnimi analizami, in s poskusom zmanjševanja stroškov z izdelavo in načrtovanjem. Ne 
zavedamo se več, da so take konstrukcije izredno učinkovite. Morda je čas, da svojo 
pozornost ponovno posvetimo tem delno pozabljenim konstrukcijam, se kaj ob tem naučimo 
in to prenesemo v današnje načrtovanje in pravilnike.  
V magistrskem delu sem poskušal prikazati razvoj tehnologije armiranobetonskih lupinastih 
konstrukcij in zbrati priporočila za dimenzioniranje. Predvsem je bil poudarek na uklonski 
stabilnosti lupin, saj si marsikdo ne zna predstavljati, kako bi se pri projektiranju lotil realne 
ocene uklona. Na tem področju so na začetku prejšnjega stoletja veliko raziskovali, 
predvsem v teoretičnem smislu. Kasneje, ko so ugotovili, da so teoretični izračuni 
nezanesljivi, so poskušali nekateri spet na teoretičen način, drugi z eksperimenti, poiskati 
zveze med nepopolnostmi in uklonom. Zlasti Kollar in Dulacska sta veliko prispevala k 
nastanku raznih priporočil in nasvetov, kako celovito pristopiti k dimenzioniranju 
armiranobetonskih lupin. Tudi IASS (International Association for Shell and Spatial 
structures) se trudi napredovati na tem področju.  
V zadnjem delu magistrskega dela sem poskušal zbrana priporočila in navodila uporabiti na 
primeru analize in projektiranja lupinaste konstrukcije. Hiperboloidno obliko konstrukcije sem 
izbral zaradi zanimivega videza pa tudi zaradi enostavnosti opaževanja, saj so pri 
hiperboloidih opaži sestavljeni iz samih ravnih linij. Pri določitvi obtežbe je bilo treba določiti 
lokacijo. Izbral sem Ljubljanski park Špica. Obtežba snega in vetra je bila določena v skladu 
z navodili iz Evrokoda za cilindrične strehe, saj jim je po obliki konstrukcija v prečni smeri 
najbližja. V vzdolžni smeri se za veter ni našla nobena oblika, ki jo Evrokod obravnava, ki bi 
vsaj približno spominjala na obravnavano konstrukcijo. Zato sem s programom za simulacije 
vetrovnika poskušal določiti vpliv vetra. Po opravljeni računski analizi in pri pregledovanju 
rezultatov, sem dobil občutek, da so notranje statične količine, podobno, kot pri vpliu vetra v 
vzdolžni smeri, delno povezane s smerjo ravnih črt in kotom pod katerim se le te sekajo.  
Na podlagi statičnega izračuna in uklonske analize sem dimenzioniral potrebno količino 
armature in uporabil priporočila za realno oceno kritične uklonske sile, kot je bila opisana v 
prejšnjih poglavjih. Na koncu sem dimenzioniral temelje po pravilih, kot so podana v 
Evrokodu za temelje in betonske konstrukcije. Pri dimenzioniranju sem poskušal upoštevati 
ukrivljenost elementov in vpliv te ukrivljenosti na količino armature. Rezultat analize in 
dimenzioniranja so izrisani armaturni načrti, v katerih sem poskušal upoštevati vsa navodila 
za armiranje po veljavnih standardih. Česar nisem našel v standardih, sem povzel po slikah 
armature nekaterih lupin, ki jih je zgradil Felix Candela. 
Ne glede na to, kam bo šel razvoj konstrukcij, upam, da bomo v prihodnosti ponovno gradili 
armiranobetonske lupinaste konstrukcije v tako velikem obsegu, kot so to že počeli v 
preteklosti. 
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Individ.
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Pcs Mark.
[mm] [kg][m][m]
Mass Total 
length
ø
Reinf. schedule
       1         576.00      48      12.00  19      1281.60
       2         540.96     147       3.68  10       333.77
       3         758.87     293       2.59  10       468.22
       4         504.00      48      10.50  19      1121.40
       5         456.00      48       9.50  19      1014.60
       6         951.16     172       5.53  12       844.63
       7         772.24     392       1.97  14       934.41
       8         240.00      20      12.00  19       534.00
       9         240.00      20      12.00  19       534.00
      10         172.00      20       8.60  19       382.70
      11         182.00      20       9.10  19       404.95
      12         142.00      20       7.10  19       315.95
      13         765.40     172       4.45  12       679.68
      14          23.52       2      11.76  19        52.33
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Individ.
length
Pcs Mark.
[mm] [kg][m][m]
Mass Total 
length
ø
Reinf. schedule
     208        3994.24     804        -X-  14      4833.03
     215         144.57     183       0.79   8        57.11
     216          16.68      18        -X-   8         6.59
     217          47.74      62       0.77   8        18.86
     218          52.06      68        -X-   8        20.56
     219          16.86      22        -X-   8         6.66
     220          30.00      40        -X-   8        11.85
     221          27.00      36       0.75   8        10.67
     222          11.92      16        -X-   8         4.71
     223          17.70      24        -X-   8         6.99
     224           5.92       8       0.74   8         2.34
     225           4.40       6        -X-   8         1.74
     226           5.56       8        -X-   8         2.20
     227           8.04      12       0.67   8         3.18
     228           3.98       6        -X-   8         1.57
     229           1.32       2       0.66   8         0.52
     230           1.30       2       0.65   8         0.51
     231           3.94       6        -X-   8         1.56
     232           1.30       2       0.65   8         0.51
     233           1.28       2       0.64   8         0.51
     234           3.86       6        -X-   8         1.52
     235           5.04       8       0.63   8         1.99
     236           6.20      10       0.62   8         2.45
     237           2.44       4       0.61   8         0.96
     238           1.22       2       0.61   8         0.48
     239           0.62       1       0.62   8         0.24
     240         192.16      16      12.01  12       170.64
     241         132.72      16       8.30  12       117.86
     242         192.00      16      12.00  12       170.50
     243          37.84       8       4.73  12        33.60
     245          69.28       8       8.66  12        61.52
     246          96.00       8      12.00  12        85.25
208  ø 14 -5
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5
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208  ø 14
Shape Number Length Length Length Length Length
  a b c Single Bar Total
  [cm] [cm] [cm] [cm] [cm]
208.1 2 239 25 242 506 1012
208.2 54 238 25 242 505 27270
208.3 36 238 25 241 504 18144
208.4 48 237 25 241 503 24144
208.5 42 237 25 240 502 21084
208.6 42 236 25 240 501 21042
208.7 52 236 25 239 500 26000
208.8 32 235 25 239 499 15968
208.9 64 235 25 238 498 31872
208.10 26 234 25 238 497 12922
208.11 74 234 25 237 496 36704
208.12 10 233 25 237 495 4950
208.13 94 233 25 236 494 46436
208.14 2 232 25 236 493 986
208.15 98 232 25 235 492 48216
208.16 8 232 25 234 491 3928
208.17 76 231 25 234 490 37240
208.18 16 231 24 234 489 7824
208.19 18 231 25 233 489 8802
208.20 8 230 25 233 488 3904
208.21 2 231 24 233 488 976
Add up lengths = 3994.24 m
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Shape Number Length Length Length
  a Single Bar Total
  [cm] [cm] [cm]
226.1 2 35 72 144
226.2 2 33 70 140
226.3 2 32 69 138
226.4 2 30 67 134
Add up lengths = 5.560 m
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  [cm] [cm] [cm]
228.1 2 31 67 134
228.2 4 30 66 264
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Individ.
length
Pcs Mark.
[mm] [kg][m][m]
Mass Total 
length
ø
Reinf. schedule
      17        7104.00     592      12.00   8      2806.08
      18          31.92       3      10.64   8        12.61
      19          20.50       2      10.25   8         8.10
      20          26.25       3       8.75   8        10.37
      21          17.50       2       8.75   8         6.91
      22          22.08       3       7.36   8         8.72
      23          14.04       2       7.02   8         5.55
      24          12.10       2       6.05   8         4.78
      25          10.86       2       5.43   8         4.29
      26           9.66       2       4.83   8         3.82
      27           7.92       2       3.96   8         3.13
      28           3.12       1       3.12   8         1.23
      29           2.58       1       2.58   8         1.02
      30        4032.00     336      12.00   8      1592.64
      50          62.16       6      10.36   8        24.55
      51          59.88       6       9.98   8        23.65
      52          58.98       6       9.83   8        23.30
      53          57.48       6       9.58   8        22.70
      54          56.28       6       9.38   8        22.23
      55          54.48       6       9.08   8        21.52
      56          53.28       6       8.88   8        21.05
      57          69.28       8       8.66   8        27.37
      71          23.80       4       5.95   8         9.40
      72          21.84       4       5.46   8         8.63
      73          30.66       6       5.11   8        12.11
      74          19.12       4       4.78   8         7.55
      75          18.04       4       4.51   8         7.13
      76          17.20       4       4.30   8         6.79
      77          16.20       4       4.05   8         6.40
      78          14.92       4       3.73   8         5.89
      79          13.48       4       3.37   8         5.32
      80          18.30       6       3.05   8         7.23
      81          10.88       4       2.72   8         4.30
      82           9.80       4       2.45   8         3.87
      83           8.44       4       2.11   8         3.33
      84           6.80       4       1.70   8         2.69
      85           5.68       4       1.42   8         2.24
      86           7.38       6       1.23   8         2.92
      87           4.20       4       1.05   8         1.66
     100          24.00       6       4.00   8         9.48
     109        5652.00     471      12.00   8      2232.54
     126        6708.00     559      12.00   8      2649.66
     172          29.70       6       4.95   8        11.73
     173          30.30       6       5.05   8        11.97
     174          32.10       6       5.35   8        12.68
     175          33.60       6       5.60   8        13.27
     176          34.26       6       5.71   8        13.53
     177          36.00       6       6.00   8        14.22
     178          37.50       6       6.25   8        14.81
     200          64.98       6      10.83   8        25.67
     201          66.24       6      11.04   8        26.16
     202          89.12       8      11.14   8        35.20
     203          45.36       4      11.34   8        17.92
     204          68.64       6      11.44   8        27.11
     247        5580.00     465      12.00   8      2204.10
     253        6708.00     559      12.00   8      2649.66
     290          61.86       6      10.31   8        24.43
     291          76.40       8       9.55   8        30.18
     292          60.66       6      10.11   8        23.96
     293          99.10      10       9.91   8        39.14
     294          75.04       8       9.38   8        29.64
     303          45.60       6       7.60   8        18.01
     333        5688.00     474      12.00   8      2246.76
     334        1892.00     220       8.60   8       747.34
     357          40.38       6       6.73   8        15.95
     372        4416.00     368      12.00   8      1744.32
     390         167.96      38       4.42   8        66.34
     391         159.60      42       3.80   8        63.04
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